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大纲

▶ 矩阵向量乘
▶ 向量内积：SWAP 测试与 Hadamard 测试
▶ 矩阵/向量加法：线性酉组合（LCU）
▶ 矩阵乘法
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回顾：向量与矩阵的量子表示

向量： |u〉 =
∑N−1

j=0 uj |j〉 = (u0, u1, · · · , uN−1)
⊤, ‖ |u〉 ‖ = 1

Ou : |0〉 7→ |u〉

矩阵： A ∈ C2n×2n 的 (α, a, ϵ)-block-encoding 为酉矩阵 UA ∈ C2n+a×2n+a：∥∥A − α
(
〈0|⊗a ⊗ I

)
UA
(
|0〉⊗a ⊗ I

)∥∥ ≤ ϵ

UA ≈
(

1
αA ∗
∗ ∗

)
.
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回顾：矩阵向量乘
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向量内积：SWAP 测试
目标：计算 | 〈u|v〉 |

|0〉 H • H 

|u〉 ×
|v〉 ×

|0〉 |u〉 |v〉 → 1√
2
(|0〉 |u〉 |v〉+ |1〉 |u〉 |v〉) → 1√

2
(|0〉 |u〉 |v〉+ |1〉 |v〉 |u〉)

→ 1

2
|0〉 (|u〉 |v〉+ |v〉 |u〉) + 1

2
|1〉 (|u〉 |v〉 − |v〉 |u〉)

P(第一个量子比特 = 1) =

∥∥∥∥12 (|u〉 |v〉 − |v〉 |u〉)
∥∥∥∥2 = 1

2
− 1

2
| 〈u|v〉 |2
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向量内积：SWAP 测试

随机变量 X: 与第一个量子比特的结果一致（用 |1〉 〈1| 测量）

EX =
1

2
− 1

2
| 〈u|v〉 |2

用 1
M
∑M

m=1 Xm 来估计 1
2 − 1

2 | 〈u|v〉 |2.

Q: M 需要取多大？
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向量内积：SWAP 测试

Lemma (Hoeffding 不等式)
设 Xm 为相互独立的随机变量，几乎确定满足 am ≤ Xm ≤ bm. 令
SM = X1 + · · ·+ XM, 那么

P (|SM − ESM| ≥ t) ≤ 2 exp
(
− 2t2∑M

m=1(bm − am)2

)

在 SWAP 测试中：

P
(∣∣∣∣ 1M ∑

Xm −
(
1

2
− 1

2
| 〈u|v〉 |2

)∣∣∣∣ ≥ ϵ

)
≤ 2 exp

(
−2Mϵ2

)
=⇒ M = O

(
1/ϵ2

)
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酉矩阵的期望：Hadamard 测试
目标：计算 〈ψ|U|ψ〉，其中 U 是一个酉矩阵

|0〉 H • H 

|ψ〉 U

|0〉 |ψ〉 → 1√
2
(|0〉+ |1〉) |ψ〉 → 1√

2
(|0〉 |ψ〉+ |1〉U |ψ〉)

→ 1

2
|0〉 (I + U) |ψ〉+ 1

2
(I − U) |ψ〉

P(第一个量子比特 = 0) =

∥∥∥∥12(I + U) |ψ〉
∥∥∥∥2 = 1

2
+

1

2
Re(〈ψ|U|ψ〉)
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酉矩阵的期望：Hadamard 测试

虚部：

|0〉 H • S−1 H 

|ψ〉 U
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酉矩阵的期望：Hadamard 测试

与内积的关系：取 U = UϕU†
ψ (注意实际量子线路可以简化)

〈ψ|U|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉

一般矩阵的期望：计算 〈ψ|A|ψ〉，其中 A 是一个一般的矩阵，UA 是它的
(α, a, 0)-block-encoding

|0〉 H • H 

|0a〉
UA



|ψ〉
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矩阵/向量加法：线性酉组合（Linear Combination of Unitaries）

目标：给定一组酉变换 Uj 和一组正实数 cj > 0，计算
∑J−1

j=0 cjUj

▶ 一般来说不是酉变换
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LCU：例子

目标：计算 1
2(U0 + U1)

|0〉 H • H 

|ψ〉 U0 U1

▶ (1, 1, 0)-block-encoding
▶ 成功概率：

∥∥1
2(U0 + U1) |ψ〉

∥∥2
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LCU：一般形式

目标：给定一组酉变换 Uj 和一组正实数 cj > 0，计算
∑J−1

j=0 cjUj

|0log2 J〉 Oprep
Osel

O†
prep



|ψ〉

Oprep : |0〉 7→ 1√
‖⃗c‖1

J−1∑
j=0

√cj |j〉 , Osel =
J−1∑
j=0

|j〉 〈j| ⊗ Uj

▶ (‖⃗c‖1, log2 J, 0)-block-encoding

▶ 成功概率：
∥∥∥(∑j cjUj

)
|ψ〉 /‖⃗c‖1

∥∥∥2
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向量加法

目标：给定一组量子态 |uj〉 和一组正实数 cj > 0，计算
∑J−1

j=0 cj |uj〉

输入：量子态的态制备 oracle Uj : |0〉 7→ |uj〉

J−1∑
j=0

cj |uj〉 =

J−1∑
j=0

cjUj

 |0〉

14 / 23



矩阵加法

目标：给定一组矩阵 Aj 和一组正实数 cj > 0，计算
∑J−1

j=0 cjAj

▶ 输入：矩阵 Aj 的 (αj, a, 0)-block-encoding Uj (等价于矩阵 Aj/αj 的
(1, a, 0)-block-encoding )

J−1∑
j=0

cjAj =
J−1∑
j=0

αjcj(Aj/αj)
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矩阵加法

|0log2 J〉 Oprep

Osel

O†
prep



|0a〉 

|ψ〉

Oprep : |0〉 7→ 1√∑
αjcj

J−1∑
j=0

√
αjcj |j〉 , Osel =

J−1∑
j=0

|j〉 〈j| ⊗ Uj

▶ (
∑
αjcj, a + log2 J, 0)-block-encoding

▶ 成功概率：
∥∥∥(∑j cjAj

)
|ψ〉 / (

∑
αjcj)

∥∥∥2
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LCU 的计算复杂度与局限性

|0log2 J〉 Oprep
Osel

O†
prep



|ψ〉

Oprep : |0〉 7→ 1√
‖⃗c‖1

J−1∑
j=0

√cj |j〉 ,

Osel =
J−1∑
j=0

|j〉 〈j| ⊗ Uj

访问复杂度： O
(
‖⃗c‖21/

∥∥∥(∑j cjUj
)
|ψ〉
∥∥∥2) 次 Oprep 和 Osel

▶ Osel 的计算复杂度
▶ 最坏的情况为构造每个 Uj 复杂度之和
▶ 如果 Uj 之间有一些联系，那么 Osel 的计算复杂度可能会更低

▶ 需要控制版本的 Uj 与额外的辅助量子比特
▶ 线路深度较深
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LCU 的混合实现

目标: 计算 ψ∗Hψ，其中向量 ψ =
∑

j cjUj |ψ0〉，H 是一个厄米矩阵

ψ∗Hψ =
∑
j,j′

cjcj′ 〈ψ0|U†
j HUj′ |ψ0〉

混合算法：
1.（经典计算机上）以概率 cjcj′/‖⃗c‖21 概率取样 (j, j′)
2.（量子计算机上）对每一个 (j, j′) 的样本，分别计算 〈ψ0|U†

j HUj′ |ψ0〉
3.（经典计算机上）对所有的样本观测值取平均
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LCU：量子实现 vs 混合实现

计算任务 总计算复杂度 辅助比特数量 控制操作 线路深度
量子实现 block-encoding 低 多 复杂 深
混合实现 测量值 高 少 简单 浅
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矩阵乘法

考虑两个矩阵的矩阵乘法
▶ 两个酉矩阵 U1U0

|ψ〉 U0 U1

▶ 两个一般矩阵 A0 和 A1, 已知它们的 block-encodings UA0 和 UA1 . 尝试：
|0〉

UA0 UA1



|ψ〉 ??
▶ 该线路是不对的，因为 UA1 会将作用了 UA0 之后的一些 “垃圾” 部分带回 |0〉
对应的子空间
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矩阵乘法

思想：使用多份独立的辅助量子比特

|0〉0
UA0



|ψ〉
UA1

|0〉1 

|0〉1 |0〉0 |ψ〉
UA0−−→|0〉1 (|0〉0 A0 |ψ〉+ |1〉0 |∗〉)
= |0〉0 |0〉1 A0 |ψ〉+ |1〉0 |0〉1 |∗〉

UA1−−→|0〉0 (|0〉1 A1A0 |ψ〉+ |1〉1 |∗〉) + |1〉0 |0〉1 |∗〉+ |1〉0 |1〉1 |∗〉

J 个矩阵的乘法: 需要 O(Ja) 额外的辅助量子比特
▶ 更好的方法：compression gadget
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矩阵乘法: compression gadget

▶ a + log2 J 额外的辅助量子比特
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阅读

阅读：
▶ LL: Chapter 3.1, 7.3
▶ [arXiv:1806.01838]: Section 4
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