
作业 4

（如无特殊说明，不含下标的范数记号 ‖ · ‖ 表示矩阵/向量 2 范数）

1. 在本题中，我们将考虑乘积公式在更一般的情况下的误差估计.

(1) 设 H = H0 +H1，其中每个 Hj 都是厄米矩阵. 试证明（其中 c 是一个常数）：∥∥∥e−iHt − e−iH0t/2e−iH1te−iH0t/2
∥∥∥ ≤ c(‖[H0, [H0,H1]]‖+ ‖[H1, [H1,H0]]‖)t3, ∀t > 0.

(2) 设 H = H0 +H1（此时 Hj 不一定是厄米矩阵）. 试证明（其中 c 是一个常数）：∥∥e−iHt − e−iH1te−iH0t
∥∥ ≤ ce2(∥H0∥+∥H1∥)t‖[H0,H1]‖t2, ∀t > 0.

(3) 设 H(t) = f0(t)H0 + f1(t)H1，其中每个 Hj 都是厄米矩阵，fj(t) ∈ C1([0, T ] 7→ R). 试证明：∥∥∥T e−i
∫ t+∆t
t

H(s)ds − e−if1(t)H1∆te−if0(t)H0∆t
∥∥∥ ≤ O(∆t2),

并举例说明即使 H0 和 H1 可交换，含时一阶 Trotter 公式的误差也可能不为 0.

2. 设 H(t) 是一个含时连续可微哈密顿量. 我们考虑利用一阶截断 Dyson 设计一个含时哈密顿量模拟的量
子算法：

T e−i
∫ t
0
H(s)ds ≈ I − i

∫ t

0

H(s)ds.

(1) 对于积分项
∫ t

0
H(s)ds，我们考虑一阶近似∫ t

0

H(s)ds ≈ t

M

M−1∑
j=0

H(jt/M).

假设我们已知 H(s) 的含时 block-encoding（也叫 HAM-T 模型），定义为

UH =

M−1∑
j=0

|j〉 〈j| ⊗ Vj ,

其中 Vj 是 H(jt/M) 的 (α, a, 0)-block-encoding，α ≥ maxs ‖H(s)‖. 试构造一个近似实现
∫ t

0
H(s)ds

的 block-encoding 的算法，并说明对应的 block-encoding rescaling 参数和辅助量子比特数量.

(2) 试构造一个近似实现 T e−i
∫ t
0
H(s)ds 的 block-encoding 的算法，说明对应的 block-encoding rescaling

参数和辅助量子比特数量.

(3) 对于一个较大的 T，请说明如何基于一阶截断 Dyson 构造一个近似实现 T e−i
∫ T
0

H(s)ds 的量子算法，
使得算法的访问复杂度关于 T 的依赖至多是多项式级（简单说明算法的关键步骤和多项式级别复杂度
的原因即可，无需详细的线路或复杂度分析）.

3. 考虑线性方程组 Ax = b，其中 A 是一个 N 维方阵，满足 ‖A‖ = 1，b 是一个 N 维向量，满足 ‖b‖ = 1.
在本题中，我们将考虑 HHL 算法的一些推广.

(1) 假设 A 是可逆厄米矩阵，条件数为 κ. 试说明如何利用 HHL 估计 ‖A−1b‖，并分析算法的访问复杂度.

(2) 假设 A 是厄米矩阵（但不一定可逆），最小非零奇异值为 σmin，并假设 b 在 A 的列空间内. 试说明如
何利用 HHL 求线性方程组 Ax = b 的一个解.
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