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函数的极限

序列极限：an → l (n → ∞)

序列极限是函数极限的一种特殊情况：
1. 自变量的变化方式：离散 vs 连续
2. 自变量的趋势：无穷 vs 多种

▶ a 是某个固定的实数，考虑函数 f(x)
▶ x 从 a 的右侧趋向于点 a：x → a + 0
▶ x 从 a 的左侧趋向于点 a：x → a − 0
▶ x 趋向于 a，不限制方向：x → a

▶ 趋于无穷大的情况
▶ x 无限制增大：x → +∞
▶ x 无限制减小：x → −∞
▶ x 无限制远离原点，不限制方向：x → ∞ （其实就是 |x| → +∞）
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单侧极限

例 1：f(x) = sin x，考虑 π/2 附近

例 2：f(x) = sgn(x)，考虑 0 附近

例 3：f(x) = sin(1/x)，考虑 0 附近

例 4：f(x) = x sin(1/x)，考虑 0 附近
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单侧极限

直观：只要 x 从某一侧充分接近于 a，f(x) 可以任意接近某个数 l

定义（右极限）：f(x) 是定义在 (a, b) 上的函数. 若存在一个常数 l，对于任意的
ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得

|f(x)− l| < ϵ, 只要 0 < x − a < δ,

则称当 x → a + 0 时，f(x) 以 l 为右极限，记作

lim
x→a+0

f(x) = l,

或
f(x) → l (x → a + 0).
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单侧极限

定义（左极限）：f(x) 是定义在 (b, a) 上的函数. 若存在一个常数 l，对于任意的
ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得

|f(x)− l| < ϵ, 只要0 < a − x < δ,

则称当 x → a − 0 时，f(x) 以 l 为左极限，记作

lim
x→a−0

f(x) = l,

或
f(x) → l (x → a − 0).
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单侧极限

序列：
▶ 只要 n 充分大，an 可以任意接近某个数 l
▶ {an}，对于任意 ϵ > 0，都存在 N > 0，使得只要 n > N，就有 |an − l| < ϵ.

函数：
▶ 只要 x 从某一侧充分接近于 a，f(x) 可以任意接近某个数 l
▶ f(x) 定义在 (a, b) 上，对于任意 ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得只要 0 < x − a < δ，
就有 |f(x)− l| < ϵ.
▶ 不用关心较大的 b
▶ f(a) 的值与极限无关（f(x) 甚至不需要在 a 点有定义）
▶ 左极限和右极限没有必然联系
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双侧极限

定义：f(x) 是定义在 Ur(a)\{a} 上的函数. 若存在一个常数 l，对于任意的 ϵ > 0，都
存在 δ > 0，使得

|f(x)− l| < ϵ, 只要 0 < |x − a| < δ,

则称当 x → a 时，f(x) 以 l 为极限，记作

lim
x→a

f(x) = l,

或
f(x) → l (x → a).

▶ 极限存在 ⇐⇒ 左右极限都存在，且相等
▶ 极限不存在：单侧极限至少有一个不存在，或两个都存在但不相等
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双侧极限

例 1：
lim
x→a

cos x = cos a
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双侧极限

例 2：
lim
x→2

x2 − x − 2

x2 − 4
=

3

4
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关于函数极限的定理

定理（夹逼定理）：设 f(x), g(x), h(x) 定义在点 a 的一个空心邻域内，且

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x).

如果 limx→a g(x) = l 且 limx→a h(x) = l，那么 limx→a f(x) = l.
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关于函数极限的定理

例：证明

lim
x→0

sin x
x = 1
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关于函数极限的定理

定理（四则运算）：设 f(x), g(x) 定义在点 a 的一个空心邻域内. 若

lim
x→a

f(x) = l1, lim
x→a

g(x) = l2,

则有
1.

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = l1 ± l2, lim
x→a

(f(x)g(x)) = l1l2,

2. 对于常数 c，我们有
lim
x→a

(cf(x)) = cl1,

3. 当 l2 ̸= 0 时，我们有

lim
x→a

f(x)
g(x) =

l1
l2
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关于函数极限的定理

例：求

lim
x→0

sin(5x)− tan(3x)
2x
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关于函数极限的定理

定理（保序性）：设 f(x), g(x) 定义在点 a 的一个空心邻域内，且

lim
x→a

f(x) = l1, lim
x→a

g(x) = l2.

1. 若 l1 > l2，则存在 δ > 0，使得

f(x) > g(x), ∀ 0 < |x − a| < δ.

2. 若 f(x) ≥ g(x)，则 l1 ≥ l2.
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关于函数极限的定理

定理（函数极限与序列极限的关系）：设 f(x) 定义在点 a 的一个空心邻域
Ur(a)\{a}，则下面两个条件互为充分必要条件：

1. limx→a f(x) = l.
2. 对于在 Ur(a)\{a} 内的任一序列 {xn}，若 limn→∞ xn = a，则 limn→∞ f(xn) = l.

应用：证明函数极限不存在
▶ 找一个序列 {xn}，使得 xn → a，但 f(xn) 的极限不存在
▶ 找两个序列 {x′n} 和 {x′′n}，使得 x′n, x′′n → a，limn→∞ f(x′n) 和 limn→∞ f(x′′n) 都存
在，但不相等
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关于函数极限的定理

例：讨论 limx→a f(x) = xD(x) 的存在性，其中 D(x) 是狄利克雷函数.
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自变量趋于无穷大时函数的极限

三种情况：
1. x → ∞：任意 ϵ > 0，存在实数 A，使得对于任意 x > A，都有 |f(x)− l| < ϵ.
2. x → −∞：任意 ϵ > 0，存在实数 A，使得对于任意 x < A，都有 |f(x)− l| < ϵ.
3. x → ∞：任意 ϵ > 0，存在实数 A，使得对于任意 |x| > A，都有 |f(x)− l| < ϵ.

▶ limx→∞ f(x) 存在 ⇐⇒ limx→+∞ f(x) 和 limx→+∞ f(x) 都存在且相等
▶ limx→∞ f(x) = limy→0 f(1/y)
▶ 关于极限的定理也都成立
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自变量趋于无穷大时函数的极限

例 1：求极限
lim

x→∞

x4 + x2 + 1

(x + 1)4
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自变量趋于无穷大时函数的极限

例 2：证明
lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e
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无穷大量

定义：设 f(x) 定义在 a 的一个空心领域内. 任意 M > 0，不管它多么大，都存在
δ > 0，使得对于任意 0 < |x − a| < δ，都有

|f(x)| > M.

那么称当 x → a 时，f(x) 为无穷大量，记为

lim
x→a

f(x) = ∞

▶ 可类似定义正无穷大、负无穷大，以及自变量 x 趋于（正/负）无穷大的情况
▶ 此时极限不存在
▶ 极限的定理通常不成立
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无穷大量

例 1：f(x) = ex，考虑 x → +∞,−∞,∞ 的情形

例 2：f(x) = 1
x cos

(
1
x
)
，考虑 x → 0
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作业

习题 1.4: 1(2), 3(2)(9)(12)(13)(16), 4(2)(7)
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