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连续性的定义

直观：函数的图像是连续曲线

例子：f(x) = sin x

反例：f(x) = sgn(x)
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连续性的定义

设 f(x) 在区间 (a, b) 上有定义，x0 ∈ (a, b). 为了定义 f(x) 在 x0 处连续，我们有以
下两种等价的定义方式：

1. limx→x0 f(x) 存在且等于 f(x0).
2. 任意 ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得对于任意 |x − x0| < δ，都有 |f(x)− f(x0)| < ϵ.

▶ 极限存在 + 当前点的函数值
▶ 连续性是局部性质
▶ 四则运算保持连续性（除法需要分母不为 0）

例：exxn, √x, [x], D(x)
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连续性的定义

左（右）连续：函数定义在 [x0, x0 + r)（(x0 − r, x0]）上，仅考虑左（右）极限

连续 ⇐⇒ 左连续+右连续

区间上连续：（此时也称函数是连续函数）
▶ (a, b) 上连续：对于 (a, b) 中的任一点都连续
▶ [a, b] 上连续：(a, b) 上连续 + 点 a 处右连续 + 点 b 处左连续
▶ 类似定义半开半闭区间上的连续函数

例：
√x, [x]，D(x)
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连续性的定义

定理：若 f(x) 在 (a, b) 上满足：

|f(x1)− f(x2)| ≤ L|x1 − x2|, ∀ x1, x2 ∈ (a, b),

其中 L 是一个正常数，则 f(x) 在 (a, b) 上连续（被称为李普希茨连续）
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复合函数的连续性
定理：若 f(x) 在 x0 处连续，g(y) 在 f(x0) 处连续，则 g ◦ f 在 x0 处连续

定理：若 limx→x0 f(x) = y0，g(y) 在 y0 处连续，则 limx→x0 g(f(x)) = g(y0)
▶ 无需在 x0 处有定义（思考：是否需要 g(y) 在 y0 处有定义？）
▶ x0 可换为 +∞,−∞,∞
▶ 等价形式：limx→x0 g(f(x)) = g(limx→x0 f(x))
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复合函数的连续性

例 1：limx→∞ cos
((
1 + 1

x
)x)

例 2：limx→0
ln(1+x)

x

例 3：若 f(x) 连续，则 |f(x)| 也连续. 反之不成立.
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反函数的连续性

定理：设 f : (a, b) 7→ (c, d) 是双射（于是 f−1 : (c, d) 7→ (a, b) 存在且也是双射），并
且假设 f(x) 是严格单调的. 那么

1. f−1 在 (c, d) 上有和 f 相同的单调性
2. f 在 (a, b) 上连续
3. f−1 在 (c, d) 上连续

应用：初等函数在其定义域中任意一个区间上都是连续的
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反函数的连续性

例：limx→+∞
(
1 + 1

x
)x+√x
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间断点的分类

间断点 x0：f(x) 在 x0 处有定义但不连续
▶ 第一类间断点：limx→x0+0 f(x) 和 limx→x0−0 f(x) 都存在. 两种情况

▶ 左右极限不相等
▶ 左右极限相等，但不等于 f(x0)（此时称为可去间断点）

▶ 第二类间断点：limx→x0+0 f(x) 和 limx→x0−0 f(x) 中至少一个不存在
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间断点的分类

例 1：f(x) = {x}

例 2：f(x) = sgn(x2)

例 3：f(x) =
{

sin(1/x), x 6= 0,

0, x = 0.
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闭区间上连续函数的性质

定理（界值定理）：设 f(x) 在 [a, b] 上连续，并且 f(a) 6= f(b)，则
1. 对于任意一个严格介于 f(a) 和 f(b) 之前的值 η，都存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f(ξ) = η.
2. f(x) 可以取到 f(a) 和 f(b) 之间的所有值

推论（零点存在定理）：设 f(x) 在 [a, b] 上连续，且 f(a)f(b) < 0，则存在 ξ ∈ (a, b)，
使得 f(ξ) = 0.

例：实系数多项式 p(x) = a0x3 + a1x2 + a2x + a3（其中 a0 6= 0）至少有一个实根
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闭区间上连续函数的性质

定理（最值定理）：设 f(x) 在 [a, b] 上连续，则它有最大值和最小值.

定理（有界性定理）：闭区间上的连续函数是有界函数.

▶ 开区间的连续函数可能是无界的
▶ 开区间的连续函数即使有界，也不一定有最大/最小值
▶ 闭区间上的函数如果不连续，即使它有界，也不一定有最大/最小值
推论：闭区间上的连续函数值域为闭区间
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闭区间上连续函数的性质

定理：区间上的连续单射是严格单调的.

推论：区间上的连续函数，若其反函数存在，则反函数也连续.
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作业

习题 1.5: 1(1), 5(2)(5), 6, 7(4)(5)

习题 1.6: 2, 5
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