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无穷小量

无穷小量：以 0 为极限的变量
▶ 当 n → ∞ 时，1

n , qn (|q| < 1), 1
n!

▶ 当 x → 0 时，x, 1− cos x
▶ 当 x → ∞，1

x
▶ 连续函数 f(x)，当 ∆x → 0 时，f(x0 +∆x)− f(x0)

有限个无穷小量的加减乘仍是无穷小量

f(x)
g(x) → ?
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无穷小量

等价无穷小量：设 f(x) 与 g(x) 当 x → a 时是两个无穷小量. 若 g(x) ̸= 0，且

lim
x→a

f(x)
g(x) = 1�

则称 f(x) 与 g(x) 是等价无穷小量，记为 f(x) ∼ g(x) (x → a).

性质：设 f(x), g(x), h(x) 是当 x → a 时的无穷小量，则
1. f(x) ∼ f(x)
2. 若 f(x) ∼ g(x)，则 g(x) ∼ f(x)
3. 若 f(x) ∼ g(x), g(x) ∼ h(x)，则 f(x) ∼ h(x)
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无穷小量

常见等价无穷小：（以下均为 x → 0）
▶ x ∼ sin x ∼ tan x ∼ arcsin x ∼ arctan x ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1

▶ x2 ∼ 2(1− cos x) ∼ 2(sec x − 1) ∼ 2(x − ln(1 + x))
▶ x3 ∼ 2(tan x − sin x) ∼ 2(arcsin x − arctan x) ∼ 3(tan x − x) ∼ 3(x − arctan x) ∼

6(x − sin x)
▶ (1 + x)α − 1 ∼ αx
▶ ax − 1 ∼ x ln a
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无穷小量

性质：若 f1(x) ∼ f2(x)，g1(x) ∼ g2(x)，且 limx→a
f2(x)
g2(x) 存在，则

lim
x→a

f1(x)
g1(x)

= lim
x→a

f2(x)
g2(x)

例 1：limx→0
tan 2x
sin 5x

例 2：limx→0
tan x−sin x

sin3 x
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无穷小量

高阶无穷小量：设 α(x) 和 β(x) 当 x → a 时是两个无穷小量，若存在另一个无穷小
量 η(x)，使得

α(x) = η(x)β(x),

则称 α(x) 是比 β(x) 高阶的无穷小量，记为

α(x) = o(β(x)) (x → a)

例：x sin x2 = o(x2) (x → 0)
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无穷小量

性质：当 x → a 时，f(x) ∼ g(x) 的充要条件是 f(x) = g(x) + o(g(x)).
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无穷小量

同阶无穷小量：α(x), β(x) 为无穷小量，且 limx→a
α(x)
β(x) = l, l ̸= 0

n 阶无穷小量：若 α(x) 和 (x − a)n 为同阶无穷小量，则称 α(x) 是 x − a 的 n 阶无
穷小量

若 f(x) 是一个无穷大量，则 1
f(x) 是一个无穷小量
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微分

微分：函数增量的线性主要部分

定义：设 y = f(x) 在 x0 的某个邻域内有定义. 若存在一个常数 A，使得

f(x0 +∆x)− f(x0) = A∆x + o(∆x),

则称 f(x) 在 x0 处可微，并把 A∆x 称做 f(x) 在 x0 处的微分，记作 df 或 dy.
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微分

定理（微分和导数的关系）：
1. y = f(x) 在 x0 处可微的充分必要条件是 y = f(x) 在 x0 处可导
2. 若 y = f(x) 在 x0 处可微，则 df = f ′

(x0)∆x
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微分

微分：函数增量的线性主要部分
▶ dy 与 ∆y 是等价无穷小
▶ dx = ∆x, df = f ′

(x0)dx
▶ 可微和可导虽然相互等价，但概念上不同
▶ 可微和可导等价仅限于一元函数
▶ 微分的四则运算与求导一致

d(f ± g) = df ± dg, d(fg) = gdf + fdg,

d
(

f
g

)
=

gdf − fdg
g2
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一阶微分的形式不变性

考虑函数 z = g(y)
1. 如果 y 是一个自变量，则 dz = g ′

(y)dy
2. 如果有另一个函数 y = f(x)，则 z = g(f(x))，

dz = g ′
(f(x))f ′

(x)dx, dy = f ′
(x)dx =⇒ dz = g ′

(y)dy

一阶微分的形式不变性：无论 y 是自变量还是中间变量，公式 dz = g ′
(y)dy 总是成

立的

例：d(esin x2)
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一阶微分的形式不变性

一阶微分的形式不变性在函数没有显式表达式时会提供一些方便：
▶ 隐函数
▶ 参变量函数
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一阶微分的形式不变性

隐函数：若函数 y = f(x) 代入一个二元方程 F(x, y) = 0 时使得 F(x, f(x)) = 0，则称
y = f(x) 是方程 F(x, y) = 0 所确定的隐函数
▶ 存在性？唯一性？
▶ 在不求解（或很难求解）F(x, y) = 0 的条件下，可用一阶微分的形式不变性求
隐函数的导数 dy

dx

例：y − x − ϵ sin y = 0 (0 < ϵ < 1)
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一阶微分的形式不变性

例：求 ey + xy − e = 0 确定的隐函数的导数
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一阶微分的形式不变性

参变量函数：自变量 x 和因变量 y 的关系由以下的参数方程决定：{
x = α(t),
y = β(t).

例： {
x = a cos θ,
y = b sin θ.
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一阶微分的形式不变性

定理：设 x = α(t), y = β(t) 连续、可导，α
′
(t) 连续，且 α

′
(t) ̸= 0. 则参数方程所确

定的函数 y = β(α−1(x)) 可导，且

dy
dx =

β
′
(t)

α′(t)
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一阶微分的形式不变性

例 1：求椭圆切线的斜率

例 2：设 y = f(x) 由方程
{

x = ln(1 + t2)
y = t − arctan t

决定，求 dy
dz
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微分与近似计算

f(x0 +∆x) = f(x0) + f ′
(x0)∆x + o(∆x) ≈ f(x0) + f ′

(x0)∆x

例：求
√
4.6 和

√
8.2 的近似值
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作业

习题 2.5：1(2), 2, 7, 8(3), 9(2), 10(2)
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