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不定积分

常见的可以积出来的不定积分：
▶ 有理式
▶ 三角函数的有理式
▶ 某些根式的有理式
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有理式的不定积分

形如： ∫ P(x)
Q(x)dx

其中 P(x) 和 Q(x) 是两个多项式

核心步骤：有理式的分解
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有理式的不定积分
例 1: 求 ∫

5x + 3

x3 − 2x2 − 3xdx

4 / 25



有理式的不定积分
例 2: 求 ∫

4

x3 + 4xdx
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有理式的不定积分：一般理论

定义（多项式）：一个多项式 P(x) 可以写成

P(x) = cnxn + cn−1xn−1 + · · ·+ c1x + c0, (cn ̸= 0)

▶ ci：系数，cn：首项系数
▶ n：次数/度
▶ 两个多项式恒等 ⇔ 两个多项式的对应项系数全都相等
▶ 重要性质：

▶ 多项式的四则运算
▶ 多项式的根
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有理式的不定积分：一般理论

多项式的四则运算：加、减、乘法是直接的

多项式的除法：对于任意的多项式 P(x) 和非常数多项式 D(x)，我们可以做除法

P(x) = D(x)Q(x) + R(x), P(x)
Q(x) = D(x) + R(x)

Q(x)

其中 Q(x) 和 R(x) 是两个多项式，且 R(x) 的次数比 Q(x) 的次数小
▶ P(x)：被除式，Q(x)：除式，D(x)：商式，R(x)：余式
▶ 类比整数的除法：

31÷ 7 = 4 · · · · · · 3
P(x)÷ Q(x) = D(x) · · · · · ·R(x)
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有理式的不定积分：一般理论

P(x) = D(x)Q(x) + R(x)
具体做法：凑式或长除法

例：化简
x4 − x2 + 2x + 3

x2 + x − 2
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有理式的不定积分：一般理论

多项式的根：使 Q(x) = 0 的 x 的值

定理（代数基本定理）：n 次实系数多项式在复数范围内一定有 n 个根（包括重根），
且可分为两大类：

1. 实数根
2. 共轭复根：若 z 为一个根，则 z 也是一个根
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有理式的不定积分：一般理论

推论（因式分解）：一个 n 次多项式 Q(x) 可分解为

Q(x) = cn(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)

或
Q(x) = cn(x − a1)n1 · · · (x − ak)

nk(x2 + p1x + q1)m1 · · · (x2 + plx + ql)
ml

▶ ai 是不同的实根，重数为 ni，p2i − 4qi < 0

例子：

x3 − 5x2 + 8x − 4 = (x − 1)(x − 2)2

x3 − 2x2 + 5x − 6 = (x − 2)(x2 + 2x + 2)
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有理式的不定积分：一般理论

考虑积分 ∫ P(x)
Q(x)dx

步骤：检查积分 → 分母因式分解 → 真分式分解 → 算积分
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有理式的不定积分：一般理论

1. 检查积分，使其满足两个条件：
▶ 不可约，即 P(x) 和 Q(x) 没有公因子。若有，则先约分
▶ 真分式，即 Q(x) 的次数大于 P(x) 的次数。若不是，则先做 P(x)÷ Q(x) 化为

“多项式 + 真分式”
（以下假设 P(x)/Q(x) 是不可约真分式）

2. 将分母 Q(x) 做因式分解

Q(x) = cn(x − a1)n1 · · · (x − ak)
nk(x2 + p1x + q1)m1 · · · (x2 + plx + ql)

ml

其中 ai 是不同的实根，重数为 ni，p2i − 4qi < 0
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有理式的不定积分：一般理论
3. 将真分式 P(x)/Q(x) 分解成以下四类部分分式之和

A
x − a ,

A
(x − a)n ,

Bx + D
x2 + px + q ,

Bx + D
(x2 + px + q)n

即（待定系数法）

P(x)
Q(x) =

A11

x − a1
+

A21

(x − a1)2
+ · · ·+ An11

(x − a1)n1

+ · · · · · ·

+
B11x + D11

x2 + p1x + q1
+

B21x + D21

(x2 + p1x + q1)2
+ · · ·+ Bm11x + Dm11

(x2 + p1x + q1)m1

+ · · · · · ·

其中未知系数通过比较左右两边确定，有两种方法：
▶ 比较同次项的系数，让他们相等，解方程（通用方法）
▶ 代入特殊值求解（通常更简单）
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有理式的不定积分：一般理论
4. 计算每一个部分分式的不定积分

A
x − a ,

A
(x − a)n ,

Bx + D
x2 + px + q ,

Bx + D
(x2 + px + q)n
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有理式的不定积分
例 3: 求 ∫ x3 + 1

x(x − 1)3
dx
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有理式的不定积分
例 4: 求 ∫ x3 + x2 + 2

x(x2 + 2)2
dx
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有理式的不定积分
例 5: 求 ∫ x3

x2 + x − 2
dx
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三角函数的有理式的不定积分
考虑积分 ∫

R(sin x, cos x)dx

其中 R(y, z) 是一个二元有理式
▶ 要求：

▶ 不含根式
▶ 不含其它函数
▶ 三角函数的自变量必须相同（若不同，先考虑能否恒等变形化为相同的）

▶ 例子：
▶ 正例：

cos2 x + sin5 x
2 sin x ,

tan x
sin x + sec2 x

▶ 反例： √
1 + sin2 x, x sin x, sin(x2) + cos x, sin

(
1

2
x
)
+ sin x
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三角函数的有理式的不定积分

∫
R(sin x, cos x)dx

1. 万能替换：
t = tan x

2
, x = 2 arctan t

2. 应用万能公式和微分关系

sin x =
2t

1 + t2 , cos x =
1− t2
1 + t2 , dx =

2

1 + t2 dt

=⇒
∫

R
(

2t
1 + t2 ,

1− t2
1 + t2

)
2

1 + t2 dt

3. 计算有理式的积分
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三角函数的有理式的不定积分
例 1: 求 ∫ cot x

sin x + cos x − 1
dx
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三角函数的有理式的不定积分
例 2: 求 ∫ cos3 x

sin x + cos xdx
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某些根式的有理式

考虑积分 ∫
R
(

x, n

√
ax + b
cx + d

)
dx

其中 R(y, z) 是一个二元有理式
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某些根式的有理式

∫
R
(

x, n

√
ax + b
cx + d

)
dx

1. 变量替换：

t = n

√
ax + b
cx + d , x =

dtn − b
a − ctn , dx =

(
dtn − b
a − ctn

)′
dt

2. 计算有理式的积分
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某些根式的有理式
例: 求 ∫

1

3x + 3
√
3x + 2

dx
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