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曲线的三种表示

函数表示：
y = f(x), a ≤ x ≤ b

参数方程： {
x = x(t),
y = y(t),

α ≤ t ≤ β

极坐标：
r = r(θ), α ≤ θ ≤ β
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曲线的三种表示

三种形式之间的互相转化

例：
▶ 函数表示化参数方程：

y = f(x) =⇒
{

x = t,
y = f(t)

▶ 极坐标化参数方程：

r = r(θ) =⇒
{

x = r(θ) cos θ,
y = r(θ) sin θ
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图形的面积
函数表示：
▶ y = f(x) 与 x = a,x = b 和 x 轴围成的有向面积

S =

∫ b

a
f(x)dx

▶ x = g(x) 与 y = a,y = b 和 y 轴围成的有向面积

S =

∫ b

a
g(y)dy

▶ 推导方法：分割 → 近似 → 求和 → 取极限

极坐标：r = r(θ) 与 θ = α,θ = β 围成的面积

S =
1

2

∫ β

α
r2(θ)dθ
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图形的面积
例 1: 求曲线 y = x2 和 y =

√x 围成的面积

例 2: 求曲线 y2 = 4x 和 4x − 3y = 4 围成的面积

例 3: 求曲线 r(θ) = a sin 3θ 所围成图形的面积
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曲线的弧长
参数方程：从 t = α 到 t = β 段的弧长

s =
∫ β

α

√
x ′(t)2 + y ′(t)2dt

函数表示：y = f(x) 从 x = a 到 x = b 段的弧长

s =
∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx

极坐标：r = r(θ) 从 θ = α 到 θ = β 段的弧长

s =
∫ β

α

√
r(θ)2 + r ′(θ)2dθ
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曲线的弧长

例 1: 求下面曲线在 0 ≤ θ ≤ 2π 上的弧长{
x = R(θ − cos θ)
y = R(1− cos θ)

例 2: 求椭圆的周长
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立体的体积

旋转体：y = f(x) ≥ 0 与 x = a,x = b 及 x 轴围成的图形，
绕 x 轴一圈的旋转体体积

V =

∫ b

a
πf 2(x)dx

截面积已知的立体体积：位于过 x = a,x = b 且垂直于 x
轴的两个平面之间，且在 x 点处横截面积为 A(x)

V =

∫ b

a
A(x)dx
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立体的体积

例：求椭圆 4(x − 4)2 + 9y2 = 9 绕下列直线旋转一周所形成的旋转体的体积
(1) x 轴; (2) y 轴; (3) 直线 x = 1
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旋转体的侧面积
函数表示：y = f(x) ≥ 0 在 x = a 和 x = b 之间的曲线弧绕 x 轴旋转一周形成的旋转
体侧面积

S =

∫ b

a
2πf(x)

√
1 + f ′(x)2dx

参数方程：参数方程在 t = α 和 t = β 之间的曲线弧绕 x 轴旋转一周形成的旋转体
侧面积

S =

∫ β

α
2πy(t)

√
x ′(t)2 + y ′(t)2dt

极坐标：r = r(θ) 在 θ = α 和 θ = β 之间的曲线弧绕 x 轴旋转一周形成的旋转体侧
面积

S =

∫ β

α
2πr(θ) sin θ

√
r(θ)2 + r ′(θ)2dθ
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微元法

求一个未知量 Q，若
∆Q = q(x)∆x + o(∆x)

即
dQ = q(x)dx,

则

Q =

∫ b

a
dQ =

∫ b

a
q(x)dx

▶ 近似要用线性主要部分（即微分）
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作业

习题 3.5：3, 8, 9(1), 19, 23
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