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求根问题

求根问题：求满足函数方程 f(x) = 0 的 x 的（近似）值
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牛顿法

思路：用切线代替曲线，逐步逼近 f(x) 的根

x0 → x1 → x2 → x3 → · · ·

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

▶ 要求导数每一步都非 0
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牛顿法

例 1：求 y = x3 − x 与直线 y = 1 的交点的横坐标的近似值
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牛顿法：局限性

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

局限性 1：有可能不收敛 局限性 2：即使收敛，也有可能收敛到另
外一个不是我们想要的根
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牛顿法：收敛性
定理 1：设 f 在根 c 的某个邻域内二阶连续可导，且 f(c) = 0, f ′(c) ̸= 0. 则存在
δ > 0，使得任意满足 |x0 − c| < δ 的初值所产生的牛顿序列均有定义，并收敛到 c

定理 2：设函数 f(x) 有一个根 c，在一个以 c 为中心的区间 (c − δ, c + δ) 上二阶可
导，且对 ∀ x ∈ (c − δ, c + δ) 都有 ∣∣∣∣ f(x)f ′′(x)(f ′(x))2

∣∣∣∣ < 1,

则取 (c − δ, c + δ) 内任意一点 x0 所得到的牛顿序列都收敛到 c.

定理 3：设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上二阶可导，f ′(x) 与 f ′′(x) 在 [a, b] 上不变号且
f(a)f(b) < 0. 则当 f ′(x) 与 f ′′(x) 同号（异号）时，取 x0 = b（x0 = a）所得到的牛
顿序列收敛于 f(x) 在 [a, b] 内的根
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作业

习题 3.7：1
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