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二次曲面

Ax2 + By2 + Cz2 + Dxy + Eyz + Fzx + Gx + Hy + Iz + J = 0

(A2 + B2 + C2 ̸= 0)
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椭圆锥面

x2
a2 +

y2
b2 − z2

c2 = 0

▶ 与平面 z = z0 的截痕是一个椭圆周{
x2
a2 + y2

b2 =
z20
c2

z = z0

▶ 半轴与 |z0| 成正比
▶ 与 Oyz 和 Ozx 平面的截痕都是两条直线
▶ 若点 (x0, y0, z0) 在该曲面上，则由原点与点

(x0, y0, z0) 决定的直线都在该曲面上
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椭球面

x2
a2 +

y2
b2 +

z2
c2 = 1

▶ 与平行于坐标平面的平面相截，截痕都是椭圆周
▶ 参数方程：φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π)

x = a sinφ cos θ
y = b sinφ sin θ

z = c cosφ

▶ 当 a = b = c 时，退化成球面
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单叶双曲面

x2
a2 +

y2
b2 − z2

c2 = 1

▶ 与平面 z = z0 的截痕是一个椭圆周{
x2
a2 + y2

b2 = 1 +
z20
c2

z = z0

▶ 半轴随 |z0| 增大而增大
▶ 与平面 x = x0 或 y = y0 的截痕是双曲线（或退化成
两条直线）
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双叶双曲面

x2
a2 +

y2
b2 − z2

c2 = −1

▶ 与平面 z = z0（|z0| > c）的截痕是一个椭圆周
▶ 半轴随 |z0| 增大而增大

▶ 与平面 x = x0 或 y = y0 的截痕是双曲线
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椭圆柱面

x2
a2 +

y2
b2 = 1

▶ 由 Oxy 平面上的一个椭圆周沿 z 轴平移得来
▶ 与 z 轴平行的直线（称为母线）沿一个 Oxy 平面上的
椭圆周（称为准线）平移得来
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双曲柱面

x2
a2 − y2

b2 = 1

▶ 母线：平行于 z 轴
▶ 准线：Oxy 平面上的双曲线
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抛物柱面

x2
a2 − y = 0

▶ 母线：平行于 z 轴
▶ 准线：Oxy 平面上的抛物线
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椭圆抛物面

x2
a2 +

y2
b2 − z = 0

▶ 与平面 z = z0（z0 > 0）的截痕是一个椭圆周
▶ 与平面 x = x0 或 y = y0 的截痕是抛物线
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双曲抛物面

x2
a2 − y2

b2 − z = 0

▶ 与平面 z = z0 的截痕是双曲线
▶ z0 > 0 时，以 x 轴为实轴
▶ z0 < 0 时，以 y 轴为实轴
▶ z0 = 0 时，两条直线

▶ 与平面 x = x0 或 y = y0 的截痕是抛物线
▶ x = x0，开口向下
▶ y = y0，开口向上

▶ 也被称为马鞍面
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二次曲面

Ax2 + By2 + Cz2 + Dxy + Eyz + Fzx + Gx + Hy + Iz + J = 0

(A2 + B2 + C2 ̸= 0)

一般的二次曲面：
▶ 代数手段：可通过坐标变换，化为之前 9 种之一
▶ 几何手段：研究截面上的截痕
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作业

习题 5.4：3(4)(5)
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