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极限的定义

一元函数的极限：y = f(x)
▶ 直观：当点 x 任意接近于 x0 时，函数值 f(x) 所趋向的值
▶ 定义：∀ ϵ > 0，∃ δ > 0，使得对于任意的 0 < |x − x0| < δ，都有

|f(x)− A| < ϵ

多元函数的极限：
▶ 同样的直观
▶ 不同点：自变量趋向于某点的自由度更高
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极限的定义
定义（极限）：设 f(x, y) 在 (x0, y0) 的某个空心邻域内有定义. 若存在一个常数 A，
对于任意的 ϵ > 0，都存在 δ > 0，使得对于任意的满足

0 <
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ

的点 (x, y)，都有
|f(x, y)− A| < ϵ.

则称当 (x, y) → (x0, y0) 时，f(x, y) 以 A 为极限，记为

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A, lim
x→x0, y→y0

f(x, y) = A

▶ 不用关心较大的 δ

▶ f(x, y) 的极限与 f(x0, y0) 无关
▶ 极限若存在，则必定唯一
▶ 注意记号：limx→x0 limy→y0 指的不是多元极限
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极限的定义
例：求 limx→0, y→0 f(x, y)，其中

f(x, y) = x sin y√
x2 + y2
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极限的定义

定义 1：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 使得对于任意的 0 <
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ，都有
|f(x, y)− A| < ϵ

定义 2：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 使得对于任意的 |x − x0| < δ, |y − y0| < δ 且
(x, y) 6= (x0, y0)，都有 |f(x, y)− A| < ϵ

▶ 定义 1 与定义 2 等价
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极限的定义

定义 3：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 使得对于任意的 0 < d((x, y), (x0, y0)) < δ，都有
|f(x, y)− A| < ϵ

▶ 极限的定义与衡量 (x, y) 与 (x0, y0) 距离的函数 d 无关

定义 4：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 使得

f(Uδ((x0, y0))\{(x0, y0)}) ⊂ Uϵ(A)
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极限的定义

例：求 lim(x,y)→(3,0) f(x, y)，其中

f(x, y) = x2 + sin y
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极限的定义
二元函数极限与一元函数极限的区别：自变量趋向于某点的方式自由度更高
▶ lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = A：无论 (x, y) 沿什么路径趋向于 (x0, y0)，f(x, y) 都要趋
向于 A

▶ 证明二元函数极限不存在的常用方法：
▶ 找到两条不同的通往 (x0, y0) 的路径，使得当 (x, y) 沿这两条路径趋向于 (x0, y0)
时，f(x, y) 趋向于不同的数

▶ 找到一条通往 (x0, y0) 的路径，使得当 (x, y) 沿这条路径趋向于 (x0, y0) 时，f(x, y)
没有极限

例：

f(x, y) = |x|√
x2 + y2

, f(x, y) = x4y4
(x2 + y4)3 , (x, y) → (0, 0)
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极限的定义

f 是区域 D ⊂ Rn 到 Rm 的映射.

lim
P→P0

f(P0) = A

定义（映射的极限）：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 使得对于任意的 0 < d(P,P0) < δ，都有
d(f(P),A) < ϵ

定义’（映射的极限）：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 使得

f(Uδ(P0)\{P0}) ⊂ Uϵ(A)
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极限的性质
四则运算：设

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A, lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = B

1.
lim

(x,y)→(x0,y0)
(f(x, y)± g(x, y)) = A ± B

2.
lim

(x,y)→(x0,y0)
(cf(x, y)) = cA

3.
lim

(x,y)→(x0,y0)
(f(x, y)g(x, y)) = AB

4. 若 B 6= 0，则

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)
g(x, y) =

A
B
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极限的性质

保序性：设
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = A, lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = B

1. 如果 f(x, y) ≥ g(x, y)，则 A ≥ B
2. 如果 A > B，则存在去心邻域 Uδ((x0, y0))\{(x0, y0)}，使得在这个去心邻域上
有 f(x, y) > g(x, y)
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极限的性质

夹逼定理：设三个函数在某空心邻域上满足

h(x, y) ≤ f(x, y) ≤ g(x, y).

如果
lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = lim

(x,y)→(x0,y0)
h(x, y) = A,

则
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = A

▶ 常用推论：
1. 非负函数满足 f(x, y) ≤ g(x, y)，且 g(x, y) → 0，则 f(x, y) → 0
2. 若 |f(x, y)| → 0，则 f(x, y) → 0
3. 若 f(x, y) → 0，g(x, y) 有界，则 f(x, y)g(x, y) → 0
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极限的性质

例：求极限

lim
(x,y)→(1,2)

2x2 + y
xy , lim

(x,y)→(0,0)

sin(x3 + y4)
x2 + y2
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复合函数的极限
一元函数：u = g(x), y = f(u)

x 7→ g(x) 7→ f(g(x))
▶ 结论：若

lim
x→x0

g(x) = u0, lim
u→u0

f(u) = L,

则
lim

x→x0
f(g(x)) = L

二元函数：三种情况

t 7→ (x(t), y(t)) 7→ f(x(t), y(t))
(u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) 7→ f(x(u, v), y(u, v))
(x, y) 7→ g(x, y) 7→ f(g(x, y))
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复合函数的极限
1. 情形 1，t 7→ (x(t), y(t)) 7→ f(x(t), y(t))：

lim
t→t0

x(t) = x0, lim
t→t0

y(t) = y0, lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

=⇒ lim
t→t0

f(x(t), y(t)) = L

2. 情形 2，(u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) 7→ f(x(u, v), y(u, v))：
lim

(u,v)→(u0,v0)
x(u, v) = x0, lim

(u,v)→(u0,v0)
y(u, v) = y0, lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = L

=⇒ lim
(u,v)→(u0,v0)

f(x(u, v), y(u, v)) = L

3. 情形 3，(x, y) 7→ g(x, y) 7→ f(g(x, y))：
lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = u0, lim

u→u0

f(u) = L

=⇒ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(g(x, y)) = L

15 / 19



复合函数的极限
例：求极限

lim
(x,y)→(0,0)

(1 + x2 + y2)
1

x2+y2 , lim
(u,v)→(0,0)

(
sin(2(u2 + v2))

u2 + v2
) u sin v√

u2+v2
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累次极限和全面极限

全面极限：前面定义的二元函数的极限

累次极限：固定其他自变量，依次考虑对应一元函数的极限

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y), lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)
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累次极限和全面极限

累次极限和全面极限没有什么必然联系
▶ 全面极限存在并不意味着累次极限存在

f(x, y) = (x + y) sin
(
1

x

)
, f(0, y) = 0

▶ 累次极限都存在并不一定相等

f(x, y) = y3 + sin x2
x2 + y2

▶ 累次极限存在且相等并不意味着全面极限存在

f(x, y) = xy
x2 + y2
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作业

习题 6.2：2(1), 3
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