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连续性的定义

定义（连续性）：设 f(x, y) 在 (x0, y0) 的一个邻域内有定义. 若

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0),

则称 f(x, y) 在 (x0, y0) 处连续

▶ 连续性：极限存在 + 等于该点函数值
▶ 写成 ϵ− δ 语言：∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0，使得 ∀ d((x, y), (x0, y0)) < δ（或写成

∀ x ∈ Uδ((x0, y0))），都有

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ϵ

▶ 局部性质
▶ 区域上连续：区域中每一个点处都连续
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连续性的定义

例 1：证明 f(x, y) = sin(x + y) + |x + y + 1| 在 R2 上连续
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连续函数的性质

性质：
1. 连续函数的四则运算是连续的（除法要求分母不为 0）
2. 连续函数的复合是连续的

二元初等函数：从 x 和 y 出发，进行有限次四则运算或复合以一元初等函数的结果
▶ 二元初等函数在其有定义的区域内是连续的
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映射的连续性

二元函数连续：考虑二元函数 f(x, y)，定义 f 在 (x0, y0) 处连续，有以下三种等价的
方式
▶ lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = f(x0, y0)
▶ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0，使得 ∀ d((x, y), (x0, y0)) < δ，都有 |f(x, y)− f(x0, y0)| < ϵ

▶ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0，使得 ∀ (x, y) ∈ Uδ((x0, y0))，都有 f(x, y) ∈ Uϵ(f(x0, y0))

映射的连续性：f 是 D ⊂ Rn 到 Rm 的一个映射，P0 ∈ D. 定义 f 在 P0 处连续，有
以下三种等价的方式：
▶ limP→P0 f(P) = f(P0)

▶ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0，使得 ∀ d(P,P0) < δ，都有 d(f(P), f(P0)) < ϵ

▶ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0，使得 ∀ P ∈ Uδ(P0)，都有 f(P) ∈ Uϵ(f(P0))

定理：映射 f 连续的充分必要条件是它的每个分量都是连续函数
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有界闭区域上连续函数的性质

设 D ⊂ Rn 中的一个区域，f 在 D = D ∪ ∂D 上有定义

定义（边界点的连续性）：设 P0 是一个边界点，称 f 在 P0 点连续，如果 ∀ ϵ > 0，
∃ δ > 0，使得 ∀ P ∈ Uδ(P0) ∪ D，都有 |f(P)− f(P0)| < ϵ

闭区域 D 上连续：f 在 D 上的每一点都连续
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有界闭区域上连续函数的性质

设 f 在有界闭区域 D 上连续，则
1.（有界性定理）：f 是一个有界函数
2.（最值定理）：f 能取到最大值和最小值
3.（介值定理）：设 P1,P2 ∈ D，则对于任意一个介于 f(P1) 和 f(P2) 中的值 η，都
存在 P ∈ D 使得 f(P) = η

▶ 推论：有界闭区域上的连续函数的值域为 [m,M]，其中 m 是最小值，M 是最大
值

▶（开）区域的连续函数可能无界，即使有界也不一定有最大/最小值
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作业

习题 6.3：2, 3, 4
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