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一阶偏导数

一元函数的导数：函数值随自变量的变化率

多元函数的偏导数：函数值随某一个自变量的变化率（固定其他自变量）

二元函数 z = f(x, y)
▶ 当自变量 y 固定时，z = f(x, y) 就是关于 x 的一个一元函数（x 7→ f(x, y)），该
一元函数的导数称为 z = f(x, y) 关于 x 的偏导数

▶ 当自变量 x 固定时，z = f(x, y) 就是关于 y 的一个一元函数（y 7→ f(x, y)），该
一元函数的导数称为 z = f(x, y) 关于 y 的偏导数
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一阶偏导数
定义（一阶偏导数）：二元函数 f(x, y)，对于点 (x0, y0)，若极限

lim
∆→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)
∆x

存在，则称之为 z = f(x, y) 在 (x0, y0) 处关于 x 的偏导数（偏微商）
▶ 记号：

fx(x0, y0),
∂f(x0, y0)

∂x ,
∂f
∂x(x0, y0),

∂z
∂x

∣∣∣
(x0,y0)

, zx|(x0,y0)

▶ 可类似定义关于 y 的偏导数
▶ 几何含义：曲面 z = f(x, y) 与平面 y = y0 或 x = x0 截线的切线斜率
▶ 考虑函数 f(x, y) 在任意点 (x, y) 处的偏导数，它们也是 x, y 的二元函数，称为
偏导函数，简称偏导数

fx(x, y),
∂f
∂x , fy(x, y),

∂f
∂y
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一阶偏导数

计算偏导数，就是计算一个带着其他字母常数的一元函数导数
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一阶偏导数

例 1：求 ∂f/∂x 和 ∂f/∂y

f(x, y) = x2 + y2 + xy + ex cos y, f(x, y) = xy (x, y > 0)
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一阶偏导数
例 2：求 ∂f/∂x 和 ∂f/∂y

f(x, y) =
{ xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
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一阶偏导数

例 3：求 ∂u/∂x，∂u/∂y 和 ∂u/∂z

u = (x2 + y2)z2 + sin x2
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一阶偏导数

例 4：求 ∂z
∂y

∣∣∣
(2,0)

z = arctan (x − 2)y + y2
xy + (x − 2)2y3
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一阶偏导数

一元函数：可导 ⇒ 连续

多元函数：可偏导 6⇒ 连续

f(x, y) =
{ xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

f(x, y) = sgn(xy)
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高阶偏导数

二阶偏导数：偏导数的偏导数，共有四个（其中 2、3 称为混合偏导数）
1. 先对 x 再对 x：

fxx(x, y),
∂2f
∂x2 ,

∂2z
∂x2 , zxx

2. 先对 x 再对 y：
fxy(x, y),

∂2f
∂x∂y ,

∂2z
∂x∂y , zxy

3. 先对 y 再对 x：
fyx(x, y),

∂2f
∂y∂x ,

∂2z
∂y∂x , zyx

4. 先对 y 再对 y：
fyy(x, y),

∂2f
∂y2 ,

∂2z
∂y2 , zyy
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高阶偏导数

三阶偏导数：二阶偏导数的偏导数

▶ 例：fxxx, ∂3f
∂x∂z2 , ∂3f

∂y∂x∂z
可类似定义 n 阶偏导数

记号：对于区域 D，

C n(D) = {f(x, y) : f(x, y)定义在D上，有 n 阶偏导数，且每个 n 阶偏导数都在 D 内连续}
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高阶偏导数

例 5：求二阶偏导数
z = yexy
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高阶偏导数

定理：若 f(x, y) 的两个二阶混合偏导数 fxy 和 fyx 在 D 内连续，则

fxy(x, y) = fyx(x, y)
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高阶偏导数
例 6：设 f(x, y, z,w) = zew2+x2+y2 求

∂2f
∂x∂w ,

∂2f
∂w∂z ,

∂2f
∂z∂x
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高阶偏导数
例 7：证明函数 z = ln

√
x2 + y2 满足平面拉普拉斯方程

∂2z
∂x2 +

∂2z
∂y2 = 0
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高阶偏导数

偏微分方程：含有未知函数偏导数的方程

例子：
▶ 拉普拉斯方程

∂2f(x, y)
∂x2 +

∂2f(x, y)
∂y2 = 0,

∂2f(x, y, z)
∂x2 +

∂2f(x, y, z)
∂y2 +

∂2f(x, y, z)
∂z2 = 0

▶ 热方程
∂f(t, x, y)

∂t =
∂2f(t, x, y)

∂x2 +
∂2f(t, x, y)

∂y2

▶ 波动方程
∂2f(t, x, y)

∂t2 =
∂2f(t, x, y)

∂x2 +
∂2f(t, x, y)

∂y2
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高阶偏导数

算子：函数到函数的映射

例子：
▶ 求偏导这一运算可看作一个算子，称为微分算子

∂

∂x : f(x, y) 7→ fx(x, y), f 7→ ∂f
∂x

∂

∂y ◦ ∂

∂x : f 7→ ∂

∂y

(
∂f
∂x

)
=

∂2f
∂x∂y

▶ 拉普拉斯算子：

二维：∆ =
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 三维：∆ =
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2
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全微分

一元函数 y = f(x) 的微分：dy = Adx，∆y = A∆x + o(∆x)，函数增长的线性主要部
分

多元函数的全微分：函数增长关于所有自变量增量的线性主要部分

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) ≈ A∆x + B∆y
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全微分

定义（全微分）：若函数 z = f(x, y) 的增量 ∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) 可写
成

∆z = A∆x + B∆y + o(ρ) (ρ → 0)

1. A,B 与 ∆x,∆y 无关（可能与 (x0, y0) 有关）
2. ρ =

√
(∆x)2 + (∆y)2

则称 f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微，并称全微分为

dz = A∆x + B∆y

▶ 区域内可微：区域内的每一点都可微
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全微分

dz = A∆x + B∆y
定理：可微 =⇒ 连续

定理：可微 =⇒ 偏导数存在，且

A = fx(x0, y0), B = fy(x0, y0)

▶ 对于自变量 x, y，∆x = dx,∆y = dy
▶ 全微分公式：

dz = fx(x, y)dx + fy(x, y)dy, df = ∂f
∂xdx + ∂f

∂ydy

▶ 可推广到多元函数：例如三元函数

df = ∂f
∂xdx + ∂f

∂ydy + ∂f
∂zdz
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全微分

偏导数存在 6⇒ 可微（注意这里与一元函数不同）

定理：偏导数存在且连续 ⇒ 可微

▶ 多元初等函数，只要偏导数存在就一定可微
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全微分

例 8：设 z = xy (x, y > 0)，求 dz
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全微分
例 9：求 z = f(x, y) 的表达式，满足

dz = (6xy − y2)dx + (3x2 − 2xy)dy
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作业

习题 6.4：2(1), 7, 10(3), 12, 16, 17
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