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隐函数存在定理

问题：
1. 能否从一个方程中解出其中一个变量

F(x, y) = 0 =⇒ y = f(x)?

F(x, y, z) = 0 =⇒ z = f(x, y)?{
F(x, y, u, v) = 0

G(x, y, u, v) = 0
=⇒

{
u = u(x, y)
v = v(x, y)

?

2. 能否求导？如何求导？
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一个方程

F(x, y) = 0

线性方程：
ax + by = 0

▶ 要能解出 y，要求 b 6= 0
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一个方程

定理（隐函数存在定理）：设 F(x, y) 满足
1. F(x0, y0) = 0

2. F(x, y) 有连续的一阶偏导数
3. Fy(x0, y0) 6= 0

则
1. 存在点 x0 的一个邻域 (x0 − δ, x0 + δ)，使得在这个邻域内存在唯一的函数

y = f(x) 满足
F(x, f(x)) = 0

2. 函数 y = f(x) 有连续的导数，且

f ′(x) = −Fx(x, y)
Fy(x, y)

(y = f(x))
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一个方程
例 1：求方程

x2
a2 +

y2
b2 = 1

在点 (a/
√
2, b/

√
2) 附近隐函数的存在唯一性，并求导
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一个方程

F(x, y, z) = 0

线性方程：
ax + by + cz = 0

▶ 要能解出 z，要求 c 6= 0
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一个方程

定理（隐函数存在定理）：设 F(x, y, z) 满足
1. F(x0, y0, z0) = 0

2. F(x, y, z) 有连续的一阶偏导数
3. Fz(x0, y0, z0) 6= 0

则
1. 存在点 (x0, y0) 的一个邻域，使得在这个邻域内存在唯一的函数 z = f(x, y) 满足

F(x, y, f(x, y)) = 0

2. 函数 z = f(x, y) 有连续的一阶偏导数，且

∂z
∂x = −Fx(x, y, z)

Fz(x, y, z)
,

∂z
∂y = −

Fy(x, y, z)
Fz(x, y, z)
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一个方程

F(x1, · · · , xn, y) = 0

▶ 条件：
1. F(x01, · · · , x0n, y0) = 0
2. F(x1, · · · , xn, y) 有连续的一阶偏导数
3. Fy(x01, · · · , x0n, y0) 6= 0

▶ 结论
1. F(x1, · · · , xn, y) 在某个邻域内可求解，得到 y = f(x1, · · · , xn)
2. y = f(x1, · · · , xn) 可按隐式求导方法求偏导数
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一个方程

例 2：求方程
xy + yz + exz = 3

所确定的隐函数 z = f(x, y) 的偏导数
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一个方程

例 3：求方程
F(x − y, y − z) = 0

所确定的隐函数 z = f(x, y) 的偏导数
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一个方程

例 4：求方程
ex sin y + yz + ez + 5 = 0

所确定的隐函数 z = f(x, y) 的 ∂2z
∂x∂y
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两个方程 {
F(x, u, v) = 0

G(x, u, v) = 0

线性方程组： {
au + bv = e
cu + dv = f

▶ 存在唯一解 (u, v) 的充分必要条件：∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc 6= 0

▶ 克拉默法则：

u =

∣∣∣∣ e b
f d

∣∣∣∣ / ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ , v =

∣∣∣∣ a e
c f

∣∣∣∣ / ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣
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两个方程

{
F(x, u, v) = 0

G(x, u, v) = 0

定义（雅可比行列式）：

J =
D(F,G)
D(u, v) =

∣∣∣∣ Fu Fv
Gu Gv

∣∣∣∣
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两个方程
定理：设 F(x, u, v),G(x, u, v) 满足

1. F(x0, u0, v0) = G(x0, u0, v0) = 0

2. F(x, u, v),G(x, u, v) 有连续的一阶偏导数
3. 雅可比行列式 D(F,G)

D(u,v) 在点 (x0, u0, v0) 处不等于 0

则
1. 存在点 x0 的一个邻域，使得在这个邻域内存在唯一的函数 u = u(x), v = v(x)
满足

F(x, u(x), v(x)) = G(x, u(x), v(x)) = 0

2. 函数 u(x), v(x) 有连续的导数，且

Fx + Fuu ′ + Fvv ′ = 0

Gx + Guu ′ + Gvv ′ = 0
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两个方程

定理：设 F(x, y, u, v),G(x, y, u, v) 满足
1. F(x0, y0, u0, v0) = G(x0, y0, u0, v0) = 0

2. F(x, y, u, v),G(x, y, u, v) 有连续的一阶偏导数
3. 雅可比行列式 D(F,G)

D(u,v) 在点 (x0, y0, u0, v0) 处不等于 0

则
1. 存在点 (x0, y0) 的一个邻域，使得在这个邻域内存在唯一的函数

u = u(x, y), v = v(x, y) 满足

F(x, y, u(x, y), v(x, y)) = G(x, y, u(x, y), v(x, y)) = 0

2. 函数 u(x, y), v(x, y) 有连续的偏导数，可通过隐式求导方式计算
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两个方程

例 5： {
x2 + y2 − uv = 0

xy + u2 − v2 = 0
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两个方程

例 6：求 uxx {
x = eu + v
xy = eu + u
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逆映射存在定理

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

问题：逆映射是否存在，即反解出 (u, v) 关于 (x, y) 的表达式？

结论：这样的逆映射存在唯一，只要雅可比行列式

D(x, y)
D(u, v) =

∣∣∣∣ xu xv
yu yv

∣∣∣∣ 6= 0

▶ 推论：此时该映射是一一映射
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逆映射存在定理

{
x = x(u, v)
y = y(u, v)

逆映射的导数：
D(u, v)
D(x, y) =

1
D(x,y)
D(u,v)
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逆映射存在定理


x1 = x1(u1, · · · , un)

x2 = x2(u1, · · · , un)
...

xn = xn(u1, · · · , un)

结论：可以反解出唯一的逆映射 (x1, · · · , xn) 7→ (u1, · · · , un)，只要雅可比行列式

D(x1, · · · , xn)

D(u1, · · · , un)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂u1

∂x1
∂u2

· · · ∂x1
∂un

∂x2
∂u1

∂x2
∂u2

· · · ∂x2
∂un... ... ...

∂xn
∂u1

∂xn
∂u2

· · · ∂xn
∂un

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

20 / 21



作业

习题 6.8：3, 5, 8, 10, 11
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