
科学计算中的量子算法：量子数值线性代数基础

安冬

北京大学北京国际数学研究中心（BICMR）

andong@bicmr.pku.edu.cn

25-26 学年第 2 学期

1 / 16



大纲

▶ 量子数值线性代数概览
▶ 向量的量子表示
▶ 矩阵的量子表示
▶ 构造
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量子数值线性代数概览

数值线性代数：
▶ 基本运算：矩阵/向量运算
▶ 任务：矩阵分解、线性方程组、微分方程、特征值问题等

量子数值线性代数：
▶ 期待的加速：O(poly log N) vs O(polyN)

▶ 运算受限：归一化、酉变换、不可复制定理、输入输出问题等
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向量的量子表示：量子态

n 个量子比特：|i0i1 · · · in−1〉 = |i0〉 ⊗ |i1〉 ⊗ · · · ⊗ |in−1〉 ∈ C2n
, ij ∈ {0, 1}

记
|k〉 = |(k)2〉 ∈ C2n

, 0 ≤ k ≤ 2n − 1

|ψ〉 =
2n−1∑
k=0

αk |k〉 ∈ C2n
= (α0, · · · , α2n−1)

T, ‖ |ψ〉 ‖ = 1.

▶ {|k〉}2n−1
k=0 表示一组正交基（计算基）

▶ 测量：以概率 |αk|2 得到 k
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向量的量子表示：量子态

态制备 oracle：

Oψ : |0〉 7→ |ψ〉 =
2n−1∑
k=0

αk |k〉

▶ 构造 Oψ 的复杂度：
▶ 最坏情况复杂度：Ω(2n)
▶ 某些情况下可以达到 O(poly(n))

▶ 在后面的很多算法中，我们会视 Oψ 为黑盒，并计算访问 Oψ 的次数（query
complexity）
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态制备：Grover-Rudolph
目标：制备 |ψ〉 =

∑2n−1
i=0

√pi |i〉，其中 {pi} 是可积的离散概率分布

思路：二分法

|0〉 → √p<2n−1 |0〉+√p≥2n−1 |1〉

→ √p<2n−1 |0〉
(√p<2n−2

p<2n−1

|0〉+
√p≥2n−2,<2n−1

p<2n−1

|1〉
)

+
√p≥2n−1 |1〉

(√
p≥2n−1,<1.5×2n−1

p≥2n−1

|0〉+
√p≥1.5×2n−1

p≥2n−1

|1〉

)
=

√p<2n−2 |00〉+
√p≥2n−2,<2n−1 |01〉+

√p≥2n−1,<1.5×2n−1 |10〉+√p≥1.5×2n−1 |11〉
· · · · · ·

复杂度： O(n)
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态制备：已知函数

目标：制备 |ψ〉 = 1√∑
|f(i)|2

∑2n−1
i=0 f(i) |i〉，其中 f(i) 是一个已知的函数

Oracle：
Of : |i〉 |0〉 7→ |i〉 |f(i)〉
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态制备：已知函数

|0〉⊗n H⊗n

Of O†
f

|0〉
c-R






|0〉 




Of : |i〉 |0〉 7→ |i〉 |f(i)〉

c-R : |θ〉 |0〉 7→ |θ〉
(
θ |0〉+

√
1− |θ|2 |1〉

)
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矩阵的量子表示：块编码（block-encoding）

直观：用一个更大的酉矩阵 UA 的子块表示任意矩阵 A

UA ≈
(

1
αA ∗
∗ ∗

)
.

▶ α 被称为块编码系数（block-encoding factor），应满足 α ≥ ‖A‖
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矩阵的量子表示：块编码（block-encoding）

Definition (Block-encoding)
设 A 是一个 2n 乘 2n 的矩阵. 定义 A 的 (α, a, ϵ)-block-encoding 为一个 2n+a 乘
2n+a 的酉矩阵 UA，使得∥∥A − α

(
〈0|⊗a ⊗ I

)
UA
(
|0〉⊗a ⊗ I

)∥∥ ≤ ϵ.

▶ 构造 UA 的复杂度通常也很高
▶ 在后面的很多算法中，我们会视 UA 为黑盒，并计算访问 UA 的次数（query

complexity）
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矩阵向量乘
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稀疏矩阵的量子表示

设 A 是一个 2n 乘 2n 的稀疏矩阵，稀疏度为 s，每个矩阵元素 |Aij| ≤ 1. 其稀疏
oracle 为

Or : |i〉 |l〉 7→ |i〉 |r(i, l)〉
Oc : |l〉 |j〉 7→ |c(j, l)〉 |j〉
OA : |i〉 |j〉 |0〉 7→ |i〉 |j〉 |Aij〉

其中 r(i, l) 或 c(j, l) 分别为第 i 行或第 j 列的第 l 个非 0 元的指标
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块编码：酉矩阵

酉矩阵 U 是它自己的 (1, 0, 0)-block-encoding
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块编码：Gram 矩阵

A = (Aij), Aij = 〈ψi|ϕj〉 , i, j ∈ [2n]

其中 |ψi〉 , |ϕj〉 是两组 (n + a) 比特量子态

设
UL : |0〉 |i〉 7→ |ψi〉 , UR : |0〉 |j〉 7→ |ϕj〉 ,

则 U = U†
LUR 是 A 的一个 (1, a, 0)-block-encoding
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块编码：稀疏矩阵

|0n〉 H⊗s
Oc

OA O†
A

O†
r SWAP

H⊗s 




|ψ〉

|0〉
c-R






|0〉 




Or : |i〉 |l〉 7→ |i〉 |r(i, l)〉
Oc : |l〉 |j〉 7→ |c(j, l)〉 |j〉
OA : |i〉 |j〉 |0〉 7→ |i〉 |j〉 |Aij〉

c-R : |θ〉 |0〉 7→ |θ〉
(
θ |0〉+

√
1− |θ|2 |1〉

)
▶ (s, n + 1, 0)-block-encoding
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阅读

阅读：
▶ LL: Chapter 6
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