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大纲

▶ 量子搜索（Quantum Unstructured Search/Grover’s algorithm）
▶ 振幅放大（Amplitude Amplification）
▶ 振幅估计（Amplitude Estimation）
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量子搜索

Q: N = 2n 个外表完全一样的盒子，其中一个里面有一个苹果，找出这个盒子

考虑函数 f(x) : [N] 7→ {0, 1}，满足存在唯一的 x0 ∈ [2n] 使得

f(x) =
{
1, x = x0,
0, x 6= x0

经典复杂度：O(N)
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量子搜索：oracle
量子 oracle：

Uf |x〉 |y〉 7→ |x〉 |y ⊕ f(x)〉 , x ∈ [N], y ∈ {0, 1}

Uf |x〉 |−〉 = (−1)f(x) |x〉 |−〉 , |−〉 = 1√
2
(|0〉 − |1〉)

对于任意一个量子态 |ψ〉 =
∑

cj
|xj〉,

Uf |ψ〉 |−〉 = Uf

c0 |x0〉+
∑

x∈[N],x̸=x0

cj |xj〉

 |−〉 =

−c0 |x0〉+
∑

x∈[N],x̸=x0

cj |xj〉

 |−〉

忽视掉最后一个量子比特，Uf 便 “等价于” 一个 Householder 变换 Rx0：

Rx0 |x〉 =
{
|x〉 , x ∈ [N], x 6= x0,
− |x〉 , x = x0,

Rx0 = I − 2 |x0〉 〈x0|
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量子搜索：Grover 算法
从 |ψ0〉 = H⊗n |0〉 出发，

|ψ0〉 =
1√
N

∑
x∈[N]

|x〉 = 1√
N
|x0〉+

1√
N

∑
x∈[N],x̸=x0

|x〉

思路：通过旋转不断放大 |x0〉 的振幅

|x0〉：目标态

|x⊥0 〉 =
1√

N − 1

∑
x∈[N],x̸=x0

|x〉

|ψ0〉 =
1√
N

∑
x∈[N]

|x〉 = 1√
N
|x0〉+

√
N − 1√

N
|x⊥0 〉

θ = 2 arcsin(1/
√

N)
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量子搜索：Grover 算法

量子 oracle：关于 |x⊥0 〉 的对称变换

Rx0 = I − 2 |x0〉 〈x0|

关于 |ψ0〉 的对称变换（仅在二维子空间
内）：

Rψ0 = −(I − 2 |ψ0〉 〈ψ0|)

Grover 算法：做 k 次旋转 Rψ0Rx0

(Rψ0Rx0)
kH⊗n |0〉 = sin((2k+1)θ/2) |x0〉+cos((2k+1)θ/2) |x⊥0 〉
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量子搜索：Grover 算法理论验证

1. 验证 span{|x0〉 , |x⊥0 〉} 是 Rx0 和 Rψ0 的不变子空间

Rψ0 |x0〉 = − cos(θ) |x0〉+ sin(θ) |x⊥0 〉
Rψ0 |x⊥0 〉 = sin(θ) |x0〉+ cos(θ) |x⊥0 〉

2. 对于量子态 sin(α) |x0〉+ cos(α) |x⊥0 〉，

Rψ0Rx0(sin(α) |x0〉+ cos(α) |x⊥0 〉)
= Rψ0(− sin(α) |x0〉+ cos(α) |x⊥0 〉)
= − sin(α)(− cos(θ) |x0〉+ sin(θ) |x⊥0 〉) + cos(α)(sin(θ) |x0〉+ cos(θ) |x⊥0 〉)
= sin(α+ θ) |x0〉+ cos(α+ θ) |x⊥0 〉
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量子搜索：Grover 算法理论验证

Rx0 和 Rψ0 在不变子空间 V = span{|x0〉 , |x⊥0 〉} 内的矩阵表示：

Rx0 =

(
−1 0
0 1

)
V
,

Rψ0 =

(
− cos(θ) sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
V
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量子搜索：Grover 算法实现

(Rψ0Rx0)
kH⊗n |0n〉

Rψ0 = −(I − 2 |ψ0〉 〈ψ0|) = H⊗n(2 |0n〉 〈0n| − I)H⊗n

2 |0n〉 〈0n| − I:

|−〉 X
|ψ〉
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量子搜索：Grover 算法复杂度

(Rψ0Rx0)
kH⊗n |0〉 = sin((2k + 1)θ/2) |x0〉+ cos((2k + 1)θ/2) |x⊥0 〉

θ = 2 arcsin(1/
√

N) ∼ 1/
√

N

为了 sin((2k + 1)θ/2) ≈ 1，取

(2k + 1)θ/2 ≈ π/2

k ∼ 1

θ
∼

√
N
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量子搜索：小结

量子复杂度O(
√

N) vs 经典复杂度O(N)

▶ 下界：Ω(
√

N)

▶ 若有 M 个目标，需要找到其中任意一个，量子复杂度 O(
√

N/M)（需要事先知
道 M 的值）
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振幅放大

考虑量子态

|ψ〉 =
√p |ψgood〉+

√
1− p |ψbad〉 , 〈ψgood|ψbad〉 = 0

直接测量：概率 p，需要重复 O(1/p) 次
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振幅放大

|ψ〉 =
√p |ψgood〉+

√
1− p |ψbad〉 , 〈ψgood|ψbad〉 = 0

思路：仿照 Grover 先放大 |ψgood〉 的振幅
▶ 在 Grover 里，|ψgood〉 = |x0〉, p = 1/N

Rgood = I − 2 |ψgood〉 〈ψgood| ,

Rψ = −(I − 2 |ψ〉 〈ψ|) = Uψ(2 |0〉 〈0| − I)U†
ψ

=⇒ (RψRgood)
k |ψ〉 = c |ψgood〉+

√
1− c2 |ψbad〉 ,

其中 c = Ω(1), k = O(1/
√p)

缺点：需要知道如何关于 |ψgood〉 做对称
13 / 28



振幅放大

Uψ |0a〉 |0n〉 =
√p |0a〉 |ψ〉+ |⊥〉 , (|0a〉 〈0a| ⊗ In) |⊥〉 = 0

直接测量：概率 p 得到 |0a〉 |ψ〉，需要重复 O(1/p) 次

Rgood = (Ia − 2 |0a〉 〈0a|)⊗ In,
Rψ = Uψ(2 |0a+n〉 〈0a+n| − Ia+n)U†

ψ

考虑
(RψRgood)

kUψ |0a〉 |0n〉 , k = O(1/
√p)
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振幅放大

Uψ |0a〉 |0n〉 =
√p |0a〉 |ψ〉+

√
1− p |u〉 , (|0a〉 〈0a| ⊗ In) |u〉 = 0

考虑 V = span{|0a〉 |ψ〉 , |u〉},

Rgood |0a〉 |ψ〉 = − |0a〉 |ψ〉 , Rgood |u〉 = |u〉

Rψ |0a〉 |ψ〉 = (2p − 1) |0a〉 |ψ〉+ 2
√

p(1− p) |u〉 ,
Rψ |u〉 = 2

√
p(1− p) |0a〉 |ψ〉+ (1− 2p) |u〉
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振幅放大

Rgood 和 Rψ 在不变子空间 V = span{|0a〉 |ψ〉 , |u〉} 内的矩阵表示：

Rgood =

(
−1 0
0 1

)
V
, Rψ =

(
− cos(θ) sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
V
, θ = 2 arcsin√p

和 Grover 算法等价

算法：先计算 (RψRgood)kUψ |0a〉 |0n〉, k = O(1/
√p), 再测量

▶ 访问复杂度 O(1/
√p)，平方加速

▶ 无需对 |ψ〉 进行对称
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振幅放大：应用
矩阵向量乘：A 的 (α, a, 0)-block-encoding UA,

|0a〉
UA

|ψ〉

▶ 输出 1
α |0a〉A |ψ〉+ |⊥〉

▶ 访问复杂度：O(α/‖A |ψ〉 ‖)

LCU：
∑

cjUj

|0log2 J〉 Oprep
Osel

O†
prep

|ψ〉

▶ 输出 1
∥⃗c∥1 |0

log2 J〉
∑

cjUj |ψ〉+ |⊥〉
▶ 访问复杂度：O(‖⃗c‖1/‖

∑
cjUj |ψ〉 ‖)

17 / 28



振幅放大：小结

|ψ〉 =
√p |ψgood〉+

√
1− p |ψbad〉 , 〈ψgood|ψbad〉 = 0

Uψ |0a〉 |0n〉 =
√p |0a〉 |ψ〉+ |⊥〉 , (|0a〉 〈0a| ⊗ In) |⊥〉 = 0

访问复杂度：O(1/
√p)，平方加速

▶ 增加了线路深度
▶ 连续多次应用会有嵌套问题（某些情况下的解决方法：oblivious amplitude

amplification，uniform singular value amplification）
▶ 需要知道 p 的一个下界（否则会有 overcook 的问题，解决方法：Quantum

Phase Estimation 振幅估计，fixed-point search/amplitude amplification）
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Oblivious amplitude amplification

动机：W 是一个酉矩阵，但我们只知道它的一个 (2, ∗, 0)-block-encoding（记为 V）

V |0〉 |ψ〉 = 1

2
|0〉W |ψ〉+ |⊥〉

目标：实现 Wm |0〉
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Oblivious amplitude amplification

一般形式：
V |0〉 |ψ〉 = sin θ |0〉W |ψ〉+ |⊥〉

目标：放大 |0〉W |ψ〉 的振幅，但过程与 |ψ〉 的信息无关

算法：用 QSVT 实现一个 (2k + 1) 次 Chebyshev 多项式

(sin θ W) 的 block-encoding 7→ ((−1)k sin((2k + 1)θ)W) 的 block-encoding

Ṽ |0〉 |ψ〉 = (−1)k sin((2k + 1)θ) |0〉W |ψ〉+ |⊥〉

特例：
V |0〉 |ψ〉 = 1

2
|0〉W |ψ〉+ |⊥〉 → Ṽ |0〉 |ψ〉 = − |0〉W |ψ〉

局限：W 必须是酉矩阵
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Uniform singular value amplification

设 A 是一个方阵，‖A‖ ≤ 1，UA 是 A 的一个 (1/a, ∗, 0)-block-encoding（a ∈ (0, 1)）：

UA |0〉 |ψ〉 = a |0〉A |ψ〉+ |⊥〉

目标：构造 A 的一个 (c, ∗, ϵ)-block-encoding，使得 c 尽可能接近于 1

方法：通过 QSVT 实现 f(aA)（通过奇异值变换定义），其中 f 是一个奇函数，且满
足

f(x) = x/a, x ∈ [0, a].

▶ 不能直接用线性函数 x/a，因为它在 [−1, 1] 上绝对值并不总小于等于 1
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Uniform singular value amplification

Lemma (局部线性函数的多项式近似)
对于任意的 a ∈ (0, 1),δ ∈ (0, 1]，ϵ ∈ (0, a/2)，存在一个次数为 d = O( 1

aδ log( 1
aϵ)) 的

奇实多项式 p(x)，满足

sup
x∈[0,a]

|(1 + δ)p(x)− x/a| ≤ ϵ.

根据 QSVT，可以实现 p(aA) ≈ 1
1+δA

▶ A 的 ( 1
1+δ , ∗, ϵ)-block-encoding

▶ 访问复杂度：O( 1
aδ log( 1

aϵ))
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振幅放大：总结

▶ Grover: U |0〉 = √p |ψgood〉+
√
1− p |ψbad〉，对 “好” 和输入态做对称

▶ 子空间版 AA：U |0〉 |0〉 = √p |0a〉 |ψ〉+ |⊥〉，对 “好” 的子空间和输入态做对称
▶ OAA：U |0〉 |ψ〉 = √p |0〉V |ψ〉+ |⊥〉, U,V 是酉变换，对 “好” 的子空间和整体
酉变换做对称（与输入态无关）

▶ SVA/USVA：可放松 OAA 中 V 是酉变换的要求，但无法将振幅完全放大到 1
▶ · · · · · ·
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振幅估计

|ψ〉 =
√p |ψgood〉+

√
1− p |ψbad〉 , 〈ψgood|ψbad〉 = 0

Uψ |0a〉 |0n〉 =
√p |0a〉 |ψ〉+ |⊥〉 , (|0a〉 〈0a| ⊗ In) |⊥〉 = 0

目标：以误差不超过 ϵ 的精度估计 p 的值

算法：Grover + QPE
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振幅估计

G = RψRgood =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
V
, p = sin2(θ/2)

G 的特征值和特征向量：(e±iθ, |ψ±〉 = 1√
2
(|ψgood〉 ± i |ψbad〉)). 注意到

| 〈ψ|ψgood〉 |2 = |ψ|ψbad|2 =
1

2
,

可以用 |ψ〉 为输入量子态做 QPE，输出会以各 0.5 的概率给出 ±θ 的估计
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振幅估计：复杂度

|p̃ − p| = | sin2(θ̃/2)− sin2(θ/2)| = | sin(θ̃/2)− sin(θ/2)| × | sin(θ̃/2) + sin(θ/2)|
= 2| sin(θ̃/4− θ/4)| × | cos(θ̃/4 + θ/4)| × | sin(θ̃/2) + sin(θ/2)|
≤ |θ̃ − θ|

为了使 p 的误差小于 ϵ，只需 θ 的误差小于 ϵ

访问复杂度/线路深度：O(1/ϵ)

▶ 相比直接采样的访问复杂度 (O(1/ϵ2)) 有平方加速，但增加了线路深度
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振幅估计：应用

Hadamard 测试：计算 Re 〈ψ0|U|ψ0〉，其中 U 是一个酉矩阵

|0〉 H • H

|0〉 Uψ0 U

|0〉 |0〉 → 1

2
|0〉 (I + U) |ψ0〉+

1

2
|1〉 (I − U) |ψ0〉 :=

√p |0〉 |ψgood〉+
√
1− p |ψbad〉

p =
1

2
(1 + Re 〈ψ0|U|ψ0〉)

结合振幅估计，总的访问复杂度/线路深度为 O(1/ϵ)
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阅读

阅读：
▶ LL: Chapter 2.2, 2.3, 2.4∗, 4.2
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