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大纲

▶ 不含时哈密顿量模拟（Time-independent Hamiltonian simulation）
▶ 乘积公式（Product Formula）
▶ 截断泰勒方法（Truncated Taylor method）
▶ QSVT
▶ 其他方法

▶ 含时哈密顿量模拟（Time-dependent Hamiltonian simulation）
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不含时哈密顿量模拟

id |ψ(t)〉dt = H |ψ(t)〉 , |ψ(0)〉 = |ψ0〉 .

|ψ(t)〉 = U(t) |ψ0〉 , U(t) = e−iHt.

目标：已知厄米矩阵 H 的一个输入模型，构造量子线路 V 使得

‖V − U(T)‖ ≤ ϵ.

复杂度：关于 H 的访问复杂度，门复杂度，线路深度

参数：范数 ‖H‖，模拟时间 T，误差 ϵ
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乘积公式

假设
H = H0 + H1�

并假设 e−iH0t 和 e−iH1t 比较简单.

例子：
▶ Transverse field Ising model (TFIM):

H = −
n−2∑
j=0

ZjZj+1 − g
n−1∑
j=0

Xj

▶ 时空薛定谔方程：
H = −∆+ V(x)

4 / 32



一阶乘积公式

思路：把 e−iHt 分解成 e−iH0s 和 e−iH1s 的乘积

Lie-Trotter 乘积公式：

e−iHT = lim
L→∞

(
e−iH1T/Le−iH0T/L

)L

1 阶 Trotter 公式：
U1(t) = e−iH1te−iH0t

算法：把 [0,T] 等分成 L 份，时间步长 t = T/L,

U(T) ≈ (U1(t))L
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一阶乘积公式：误差分析

局部舍入误差（可用泰勒展开证明）：

‖e−iHt − e−iH1te−iH0t‖ ≤ O(t2)

全局误差：
‖U(T)− U1(t)L‖ ≤ O(Lt2) = O(T2/L)

为了使误差小于 ϵ，访问复杂度为

L = O(T2/ϵ)
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二阶乘积公式

2 阶 Trotter/对称 Trotter/Strang 公式：

U2(t) = e−iH0t/2e−iH1te−iH0t/2

局部舍入误差（可用泰勒展开证明）：

‖e−iHt − e−iH0t/2e−iH1te−iH0t/2‖ ≤ O(t3)

全局误差：
‖U(T)− U2(t)L‖ ≤ O(Lt3) = O(T3/L2)

为了使误差小于 ϵ，访问复杂度为

L = O(T3/2/ϵ1/2)
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高阶乘积公式：Trotter-Suzuki
Suzuki 迭代：

U2p+2(t) = U2p(spt)2U2p((1− 4sp)t)U2p(spt)2, sp = (4− 41/(2p+1))−1

局部舍入误差：
‖e−iHt − U2p(t)‖ ≤ O(t2p+1)

全局误差：
‖U(T)− U2p(t)L‖ ≤ O(Lt2p+1) = O(T2p+1/L2p)

为了使误差小于 ϵ，访问复杂度为

L = O(T1+1/(2p)/ϵ1/(2p))

▶ 每一个 U2p(t) 包含指数多项（3× 5p−1 项）
▶ 无法通过优化 p 改进到 O(T poly log(T/ϵ))
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高阶乘积公式：一般形式

一般形式（系数 αj, βj 由阶条件确定）：

UPF(t) =
J−1∏
j=0

e−iβjtH1e−iαjtH0

p 阶乘积公式的访问复杂度：

L = O(T1+1/p/ϵ1/p)

▶ 仍必须包含指数多项，因此无法通过优化 p 改进到 O(T poly log(T/ϵ))
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乘积公式：Commutator scaling

交换子（commutator）：
[A,B] = AB − BA

U1(t) = e−iH1te−iH0t

直观：当 [H0,H1] = 0 时，U1(t) = U(t)
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乘积公式：Commutator scaling

1 阶 Trotter/2 阶 Trotter：

‖e−iHt − U1(t)‖ ≤ O(t2‖[H0,H1]‖)
‖e−iHt − U2(t)‖ ≤ O(t3(‖[H0, [H0,H1]] + [H1, [H1,H0]])‖)

为了使误差小于 ϵ，访问复杂度为

L1 = O(‖[H0,H1]‖T2/ϵ)

L2 = O((‖[H0, [H0,H1]] + [H1, [H1,H0]])
1/2T3/2/ϵ1/2)

▶ 证明：常数变易公式 + 泰勒展开
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乘积公式：Commutator scaling

高阶乘积公式：

‖e−iHt − Up(t)‖ ≤ O(tp+1γp), γp =
∑

ν0,ν1,··· ,νp∈{0,1}

‖[Hνp , · · · [Hν2 , [Hν1 ,Hν0 ]] · · · ]‖

访问复杂度：
L = O(γ

1/p
p T1+1/p/ϵ1/p)

注意到 γ
1/p
p ≤ O((‖H0‖+ ‖H1‖)1+1/p)，但具体例子中往往会更好
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乘积公式小结

e−iHt ≈ UPF(t) =
J−1∏
j=0

e−IβjtH1e−iαjtH0

▶ 1 阶 Trotter，2 阶 Trotter，Trotter-Suzuki
▶ 访问复杂度：O(γ

1/p
p T1+1/p/ϵ1/p)，具有 commutator scaling

▶ 实现方式简单，仍然是最广泛应用的哈密顿量模拟算法（尤其是低阶 Trotter）
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截断泰勒方法

U(t) = e−iHt

假设已知 H 的一个 (α, a, 0)-block-encoding，记为

UH =

 H/α ∗ · · ·
∗ ∗ · · ·
... ... . . .


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截断泰勒方法：算法

考虑泰勒展开：

e−iHt ≈
K−1∑
k=0

(−iHt)k

k! =

K−1∑
k=0

(αt)k

k! (−iH/α)k

算法思路：利用 LCU 实现泰勒展开

Oprep : |0〉 7→ 1√
‖c‖1

K−1∑
k=0

√ck |k〉 , ck =
(αt)k

k!

Osel =
K−1∑
k=0

|k〉 〈k| ⊗ Uk,

其中 Uk 是 (−iH/α)k 的 (1, a′, 0)-block-encoding
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截断泰勒方法：算法

Osel 的实现：compression gadget

|k〉 • • • • • · · · • •

|0log K〉 ADDk ADD† ADD† · · · ADD†

|0a〉
U−iH U−iH

· · ·
U−iH

|0n〉 · · ·

▶ ADDk 受第一寄存器控制，可用类似于 QPE 线路的思想实现
▶ 第 j 组 U−iH 和 ADD† 受控条件为 k > j, j ∈ [K]

访问复杂度：O(K), 额外量子比特：O(a + log K)
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截断泰勒方法：算法

(O†
prep ⊗ I)Usel(Oprep ⊗ I) |0log K〉 |0a′〉 |ψ〉 = 1

‖c‖1
|0log K〉 |0a′〉

(K−1∑
k=0

(−iHt)k

k!

)
|ψ〉+ |⊥〉

≈ 1

‖c‖1
|0log K〉 |0a′〉 e−iHt |ψ〉+ |⊥〉

存在的问题：t 不能取太大，否则 ‖c‖1 ∼ eαt 是指数大的
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截断泰勒方法：算法

(O†
prep ⊗ I)Usel(Oprep ⊗ I) |0log K〉 |0a′〉 |ψ〉 ≈ 1

‖c‖1
|0log K〉 |0a′〉 e−iHt |ψ〉+ |⊥〉

把 [0,T] 划分成 L = 2αT 份，时间步长 t = T/L 满足 αt ≤ 1/2

1

‖c‖1
|0log K〉 |0a′〉 e−iHt |ψ〉+ |⊥〉 → 1

2
|0log K〉 |0a′+1〉 e−iHt |ψ〉+ |⊥〉

新的问题：成功概率随时间步数量 M 的增长而指数衰减

解决方法：oblivious amplitude amplification (OAA)
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截断泰勒方法：最终算法

取 L = 2αT，t = T/L = 1/(2α)

1. 利用 LCU 实现 V |0〉 |ψ〉 ≈ 1
2 |0〉 e−iHt |ψ〉+ |⊥〉

2. 利用一步（robust）OAA 实现 Ṽ |0〉 |ψ〉 ≈ |0〉 e−iHt |ψ〉
3. 重复前两步 L 次，实现 ṼL |0〉 |ψ〉 ≈ |0〉 e−iHT |ψ〉

访问复杂度：O(LK) = O(αTK)
额外量子比特数：O(a + log K)
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截断泰勒方法：复杂度分析

根据泰勒公式（并利用 KK ≤ eKK!），∥∥∥∥∥e−iHt −
K−1∑
k=0

(−iH)k

k! tk
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

(−iH)K

(K − 1)!
(t − s)K−1ds

∥∥∥∥
≤ ‖H‖KtK

K! ≤ 1

2KK! ≤
( e
2K
)K

为了使得局部截断误差小于 ϵ′ = ϵ/L = ϵ/(2αT)，可以取

K = O
(

log(1/ϵ′)
log log(1/ϵ′)

)
= O

(
log(αT/ϵ)

log log(αT/ϵ)

)
访问复杂度：O

(
αT log(αT/ϵ)

log log(αT/ϵ)

)
额外量子比特数：O(a + log log(αT/ϵ))
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QSVT

idu
dt = Hu, u(t) = e−iHt |u0〉 , ‖H‖ ≤ 1

e−iHt = cos(Ht)− i sin(Ht)

Taylor 展开：

cos(tx) =
∞∑

k=0

(−1)k t2k

(2k)!x
2k, sin(tx) =

∞∑
k=0

(−1)k t2k+1

(2k + 1)!
x2k+1

Jacobi-Anger 展开：

cos(tx) = J0(t) + 2

∞∑
k=1

(−1)kJ2k(t)T2k(x), sin(tx) = 2
∞∑

k=0

(−1)kJ2k+1(t)T2k+1(x)

▶ Jα : 第一类 Bessel 函数，Jα(x) =
∑∞

m=0
(−1)m

m!Γ(m+α+1)(
x
2)

2m+α
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QSVT
Lemma (三角函数的多项式近似)
对于任意的 t ∈ R，ϵ ∈ (0, e−1)，存在次数为 d = O(t + log(1/ϵ)

log(e+log(1/ϵ)/t)) 的偶实多项
式 p0(x) 和奇实多项式 p1(x)，满足

sup
x∈[−1,1]

| cos(tx)− p0(x)| ≤ ϵ

sup
x∈[−1,1]

| sin(tx)− p1(x)| ≤ ϵ

算法:
1. 利用 QSVT 实现 1

1+ϵp0(H) 和 1
1+ϵp1(H) 的 block-encoding

2. 利用 LCU 实现 1
2(1+ϵ)(p0(H) + ip1(H)) 的 block-encoding，即为 e−iHt 的

(2(1 + ϵ), a + 2, ϵ)-block-encoding

访问复杂度：O(T + log(1/ϵ)
log log(1/ϵ))
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截断泰勒方法和 QSVT：小结
截断泰勒方法：泰勒公式 +LCU+OAA
▶ 访问复杂度：O

(
αT log(αT/ϵ)

log log(αT/ϵ)

)
▶ 额外量子比特数：O(a + log log(αT/ϵ))

QSVT：
▶ 访问复杂度：O(αT + log(1/ϵ)

log log(1/ϵ))

▶ 额外量子比特数：a + 2

注：
▶ 复杂度下界：Ω(αT + log(1/ϵ)

log log(1/ϵ)) （QSVT 达到了最优）
▶ 加性 vs 乘性
▶ 截断泰勒方法可推广到含时哈密顿量模拟
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乘积公式 vs QSVT
乘积公式复杂度：

O(γ
1/p
p T1+1/p/ϵ1/p), γp =

∑
ν0,ν1,··· ,νp∈{0,1}

‖[Hνp , · · · [Hν2 , [Hν1 ,Hν0 ]] · · · ]‖

QSVT 复杂度：
O
(
‖H‖T +

log(1/ϵ)
log log(1/ϵ)

)

T ϵ Commutator
乘积公式 O(T1+1/p) O(1/ϵ1/p) 有

QSVT O(T) O(log(1/ϵ)) 无
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乘积公式 vs QSVT：例子

−∂2x + V(x), 周期边界, max |V(x)| = O(1)

采用 N 个格点的中心差分离散后得到 H = H0 + H1

‖H‖ = O(N2), ‖[H0,H1]‖ = O(N)

（后者的连续版本推导：[−∂2x ,V] = −V′′ − 2V′∂x）

一阶乘积公式�O(NT2/ϵ)

QSVT：O
(

N2T +
log(1/ϵ)

log log(1/ϵ)

)
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其他方法

LCU 的随机化实现：减少线路深度、量子比特数量和控制操作

多乘积公式：结合乘积公式 commutator 依赖和截断泰勒的 T.ϵ 依赖
▶ 思路：外推法

UMPF(t) =
J−1∑
j=0

ajU2(t/kj)
j

随机化方法（例如 qDRIFT）：乘积公式的变种，克服哈密顿量项数过多的问题

· · · · · ·
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含时哈密顿量模拟

id |ψ(t)〉dt = H(t) |ψ(t)〉 , |ψ(0)〉 = |ψ0〉 .

|ψ(t)〉 = U(t) |ψ0〉

U(t) = T e−i
∫ t
0 H(s)ds :=

∞∑
k=0

(−i)k

k!

∫ t

0
ds1
∫ t

0
ds2 · · ·

∫ t

0
dskT H(s1)H(s2) · · ·H(sk)

T exp：序指数（ordered exponential）
T：时序算子（time-ordering operator）

T (AB) =
{

A(t1)B(t2), t1 > t2
B(t2)A(t1), t1 < t2

H(t) 中的时间依赖对算法设计和复杂度分析都有新的要求
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含时哈密顿量模拟：乘积公式
考虑 H(t) = H0(t) + H1(t)，[0,T] 分成 L 时间步，时间步长 ∆t = T/L

一阶乘积公式：
U1(t,∆t) = e−i∆tH1(t)e−i∆tH0(t)

二阶乘积公式：

U2(t,∆t) = e−i∆tH0(tm)/2e−i∆tH1(tm)e−i∆tH0(tm)/2, tm = t + 1

2
∆t

Suzuki 迭代：

U2p+2(t,∆t) = U2p(t + (1− sp)∆t, sp∆t)U2p(t + (1− 2sp)∆t, sp∆t)
× U2p(t + 2sp∆t, (1− 4sp)∆t)U2p(t + sp∆t, sp∆t)U2p(t, sp∆t),

sp = (4− 41/(2p+1))−1

一般形式：UPF(t,∆t) =
∏J−1

j=0 e−iβj∆tH1(t+νj∆t)e−iαj∆tH0(t+µj∆t)
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含时哈密顿量模拟：推广乘积公式

一阶推广乘积公式：

U1(t,∆t) = e−i
∫ t+∆t

t H1(s)dse−i
∫ t+∆t

t H1(s)ds

二阶推广乘积公式：

U2(t,∆t) = e−i
∫ t+∆t

t+∆t/2 H0(s)dse−i
∫ t+∆t

t H1(s)dse−i
∫ t+∆t/2

t H0(s)ds

高阶公式可用 Suzuki 迭代

要求我们能高效计算 H0(t) 和 H1(t) 的积分，常用于控制型哈密顿量：

H(t) = f0(t)H0 + f1(t)H1, f0, f1 ∈ R
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Magnus 展开

U(t) = T e−i
∫ t
0 H(s)ds = eΩ(t)

Ω(t) =
∞∑

k=1

Ωk(t)

Ω1(t) = −i
∫ t

0
H(s)ds

Ω2(t) = −1

2

∫ t

0
ds1
∫ t

0
ds2[A(s1),A(s2)]

Ω3(t) =
i
6

∫ t

0
ds1
∫ t

0
ds2
∫ t

0
ds3 ([H(s1), [H(s2),H(s3)]] + [H(s3), [H(s2),H(s1)]])

· · · · · ·

积分可以离散后用 LCU 实现
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截断 Dyson 方法

T e−i
∫ t
0 H(s)ds =

∞∑
k=0

(−i)k

k!

∫ t

0
ds1
∫ t

0
ds2 · · ·

∫ t

0
dskT H(s1)H(s2) · · ·H(sk)

≈
K−1∑
k=0

(−i)k

k!

∫ t

0
ds1
∫ t

0
ds2 · · ·

∫ t

0
dskT H(s1)H(s2) · · ·H(sk)

进一步积分离散后，用 LCU+OAA 实现

访问复杂度：

O
(
αT log(αT/ϵ)

log log(αT/ϵ)

)
, α ≥ max

t
‖H(t)‖
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阅读

阅读：
▶ LL: Chapter 5

32 / 32


