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量子线性方程组问题

经典: A 是一个 N 乘 N 的厄米矩阵，b 是一个 N 维向量，求

x = A−1b

▶ 非厄米情况：考虑
(

0 A
A† 0

)(
0
x

)
=

(
b
0

)
量子: 制备一个量子态，以不超过 ϵ 的误差逼近

|x〉 = A−1 |b〉
‖A−1 |b〉 ‖

▶ 假设 ‖A‖ = 1，并且我们已知 A 的 (1, a, 0)-block-encoding 和 b 的态制备 oracle

参数: 误差 ϵ, 条件数 κ = ‖A‖‖A−1‖
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Harrow-Hassidim-Lloyd (HHL)1

HHL: 首个量子线性方程组算法

核心思路: 记 A 的特征值和特征向量为 (λj, |vj〉), 右端项 |b〉 =
∑N−1

j=0 βj |vj〉

A−1 |b〉 =

N−1∑
j=0

λ−1
j |vj〉 〈vj|

N−1∑
j=0

βj |vj〉

 =

N−1∑
j=0

βj
λj

|vj〉

核心步骤：
▶ “并行” 计算 λj 的信息
▶ “并行” 在 |vj〉 前乘以 λ−1

j

1Harrow-Hassidim-Lloyd [arXiv:0811.3171]
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HHL
核心步骤：
▶ “并行” 计算 λj 的信息
▶ “并行” 在 |vj〉 前乘以 λ−1

j

子程序：
▶ 哈密顿量模拟：U = eiA

▶ 量子相位估计 (QPE):
UQPE |0〉 |vj〉 = |λj〉 |vj〉

（暂时假设 A 的特征值有 d 位二进制表示）
▶ 控制旋转:

UCR |0〉 |θ〉 =
(

C
θ
|0〉+

√
1− |C/θ|2 |1〉

)
|θ〉
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HHL 算法

|0〉
UCR






|0d〉
UQPE U†

QPE|b〉

▶ 测量前输出：
C |0〉 |0d〉A−1 |b〉+ |⊥〉

▶ C ∼ 1/κ
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HHL 误差分析
误差来源：哈密顿量模拟，QPE

UQPE |0〉 |vj〉 = |λ̃j〉 |vj〉 , |λ̃j − λj| ≤ ϵ′|λj|

UHHL |0〉 |b〉 = |0〉
∑ Cβj

λ̃j
|vj〉+ |⊥〉

记 x̃ :=
∑ Cβj

λ̃j
|vj〉 , x :=

∑ Cβj
λj

|vj〉 = CA−1 |b〉，并记误差 λ̃j = λj(1 + ej)，

‖x̃ − x‖ = C
∥∥∥∥∥∑βj

(
1

λ̃j
− 1

λj

)
|vj〉

∥∥∥∥∥ = C
∥∥∥∥∑ βj

λj

−ej
1 + ej

|vj〉
∥∥∥∥ ≤ 2ϵ′‖x‖

‖ |̃x〉 − |x〉 ‖ ≤ 2‖x̃ − x‖
‖x‖ ≤ 4ϵ′

可以取 ϵ′ = ϵ/4，但注意 ϵ′ 是 QPE 中的相对误差，因此绝对误差可以取为 O(ϵ/κ)
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HHL 复杂度分析
单次 HHL 运算：需要 QPE 达到 O(ϵ/κ) 的精度
▶ QPE 中关于 U = eiA 的访问复杂度：O(κ/ϵ)

▶ 总的关于 A 的访问复杂度：O((κ/ϵ) log(κ/ϵ)) = Õ(κ/ϵ)

重复次数：注意到 UHHL |0〉 |b〉 = |0〉 ‖x̃‖ |̃x〉+ |⊥〉,

p0 = ‖x̃‖2 ≥ (‖x‖ − ‖x̃ − x‖)2 ≥ ‖x‖2(1− 2ϵ′)2 ≥ 1

4
C2‖A−1 |b〉 ‖2 ∼ ‖A−1 |b〉 ‖2

κ2
≥ 1

κ2

总复杂度：

A 的访问复杂度 |b〉 的访问复杂度 线路深度
无振幅放大 Õ(κ3/ϵ) O(κ2) Õ(κ/ϵ)

有振幅放大 Õ(κ2/ϵ) O(κ) Õ(κ2/ϵ)
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HHL 小结

|0〉
UCR






|0t〉
UQPE U†

QPE|b〉

总访问复杂度：Õ(κ2/ϵ)

▶ 实际复杂度与具体问题有关：Õ(κ2/(ϵ‖A−1 |b〉 ‖))
▶ 与经典算法的比较：多项式级别更差的 κ 依赖，指数级别更差的 ϵ 依赖，或许
指数级别更好的 N 的依赖（取决于输入模型的构造）

▶ 输出仍为量子态
▶ 下界：关于 A 为 Ω(κ log(1/ϵ))，关于 |b〉 为 Ω(κ)

▶ 通过修改控制旋转，可以求广义逆或更一般的厄米矩阵函数
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LCU 算法

目标：改进线性方程组算法中关于 ϵ 的依赖

思路：考虑函数 1/x 的展开，并利用 LCU 实现

|0log2 J〉 Oprep
Osel

O†
prep






|ψ〉

Oprep : |0〉 7→ 1√
‖⃗c‖1

J−1∑
j=0

√cj |j〉 , Osel =
J−1∑
j=0

|j〉 〈j| ⊗ Uj
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LCU 算法：Fourier
思路：将 1/x 展开成 e−ixt 的线性组合的形式

任取一个奇函数 f(y)，满足
∫∞
0 f(y)dy = 1，那么

1

x =

∫ ∞

0
f(xy)dy

取 f(y) = ye−y2/2，并利用 Fourier 变换

f(y) = i√
2π

∫ ∞

−∞
ze−z2/2e−iyzdz,

我们有

1

x =
i√
2π

∫ ∞

0
dy
∫ ∞

−∞
dz ze−z2/2e−ixyz
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LCU 算法：Fourier
考虑一阶积分离散，可用 LCU 实现

A−1 =
i√
2π

∫ ∞

0
dy
∫ ∞

−∞
dz ze−z2/2e−iyzA

≈ i√
2π

∫ Y

0
dy
∫ Z

−Z
dz ze−z2/2e−iyzA

≈ i√
2π

J−1∑
j=0

K−1∑
k=−K

zke−z2k/2e−iyjzkA∆y∆z

▶ Y,Z：两个正实数
▶ J,K：两个正整数
▶ ∆y = Y/J, ∆z = Z/K,yj = j∆y, zk = k∆z

LCU 输出：A−1 的一个 (α, a, ϵ′)-block-encoding
访问复杂度：与 α,Y,Z 和逼近误差 ϵ′ 有关（与 J,K 的选取无关，我们选充分大的
J,K 使得积分离散的误差充分小）
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LCU 算法：Fourier

α =
1√
2π

J−1∑
j=0

K−1∑
k=−K

|zk|e−z2k/2∆y∆z ≈ 1√
2π

∫ Y

0
dy
∫ Z

−Z
dz |z|e−z2/2 = O(Y)
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LCU 算法：Fourier

∣∣∣∣1x − i√
2π

∫ Y

0
dy
∫ Z

−Z
dz ze−z2/2e−ixyz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1x − 1√
2πx

∫ Z

−Z
dz e−z2/2(1− e−ixYz)

∣∣∣∣
≲ 1

|x|

∫ ∞

Z
e−z2/2dz + 1

|x|

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
e−z2/2e−ixYzdz

∣∣∣∣
≲ 1

|x|e
−Z2/2 +

1

|x|e
−(xY)2/2

≲ κe−Z2/2 + κe−(Y/κ)2/2

为了使误差小于 ϵ′，可取

Y = O(κ
√

log(κ/ϵ′)), Z = O(
√

log(κ/ϵ′))
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LCU 算法：Fourier

A−1 ≈ i√
2π

J−1∑
j=0

K−1∑
k=−K

zke−z2k/2e−iyjzkA∆y∆z

LCU 输出：A−1 的一个 (α, a, ϵ′)-block-encoding，α = O(Y) = O(κ
√

log(κ/ϵ′))
构造 A−1：需要控制版本的 e−iyjzkA = e−i(yj/Y)(zk/Z)AYZ，精度为 ϵ′/κ

▶ 采用截断 Taylor，关于 A 的访问复杂度为 O(YZ log(κ/ϵ′)) = O(κ log2(κ/ϵ′))
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LCU 算法：Fourier
算法：LCU 构造 A−1 的 block-encoding，作用在 |b〉 上，测量或振幅放大后测量

1

α
|0〉 ‖x̃‖ |̃x〉+ |⊥〉 , x̃ ≈ A−1 |b〉 , ‖x̃‖ ≥ 1

▶ 为了使得 |A−1b〉 的误差小于 ϵ，可取 ϵ′ ∼ ϵ

总复杂度：

A 的访问复杂度 |b〉 的访问复杂度 线路深度
无振幅放大 Õ(κ3 log3(1/ϵ)) Õ(κ2 log(1/ϵ)) Õ(κ log2(1/ϵ))
有振幅放大 Õ(κ2 log2.5(1/ϵ)) Õ(κ log0.5(1/ϵ)) Õ(κ2 log2.5(1/ϵ))

▶ 结合变时间振幅放大（variable time amplitude amplification，VTAA），访问复杂
度可改进为几乎最优：

O(κ poly log(κ/ϵ))
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LCU 算法：多项式展开
考虑 1/x 在 [−1,−1/κ] ∪ [1/κ, 1] 上的多项式逼近

1

x ≈ 1− (1− x2)b

x
为了使得逼近误差小于 ϵ′，需要取

b ≥ κ2 log(κ/ϵ′)

若直接实现 Ak 并利用 LCU 实现多项式 1−(1−A2)b

A ，LCU 中系数的 1 范数 ∼ 2b

▶ 原因：单项式 xk 不是一组好的基底

改进方向：
▶ 好的基底
▶ 降低多项式次数

17 / 27



LCU 算法：Chebyshev

Chebyshev 多项式：

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x),

Tk(cos θ) = cos(kθ)

▶ 正交性（带 1√
1−x2 权重）

▶ 近似最优的 minimax 逼近
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LCU 算法：Chebyshev

1

x ≈ 1− (1− x2)b

x = 4

b−1∑
j=0

(−1)j
(∑b

i=j+1

(
2b
b+i
)

22b

)
T2j+1(x)

当 j 比较大时，T2j+1(x) 的系数很小，因此可以进一步截断多项式

1

x ≈ 4

J−1∑
j=0

(−1)j
(∑b

i=j+1

(
2b
b+i
)

22b

)
T2j+1(x)

J = O(
√

b log(b/ϵ′)) = O(κ log(κ/ϵ′))

还可计算系数绝对值之和为 O(κ log(κ/ϵ′))
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LCU 算法：Chebyshev

A−1 ≈ 4

O(κ log(κ/ϵ′))∑
j=0

(−1)j
(∑b

i=j+1

(
2b
b+i
)

22b

)
T2j+1(A)

▶ 实现 T2j+1(A)：可用 qubitization，访问复杂度为 O(j)

求解线性方程组的总访问复杂度：O(κ2 poly log(κ/ϵ))
▶ 与 Fourier 情况类似，也可通过 VTAA 改进为 O(κ poly log(κ/ϵ))
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LCU 算法小结

思路：将 1/x 展开，并应用 LCU 实现
▶ Fourier
▶ Chebyshev

访问复杂度：O(κ2 poly log(κ/ϵ))
▶ 可用 VTAA 改进为 O(κ poly log(κ/ϵ))
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QSVT

Ax = b, |x〉 = A−1 |b〉
‖A−1 |b〉 ‖ , ‖A‖ = 1

SVD：
A = WΣV†, A−1 = V Σ−1W† = f ⋄(A†)

f(x) = 1

x , x ∈ [1/κ, 1]

方法：寻找一个奇实多项式 p(x) 逼近 f(x)/(2κ)，用 QSVT 实现 p(A†)
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QSVT

Lemma (反比例函数的多项式近似)
对于任意的 ϵ ∈ (0, 1)，存在次数为 d = O(κ log(κ/ϵ)) 的奇实多项式 p(x)，满足

sup
x∈[1/κ,1]

|p(x)− 1/x| ≤ ϵ, sup
x∈[−1,1]

|p(x)| ≤ O(κ)

QSVT 可以实现 A−1 的 (κ, a + 1, ϵ)-block-encoding，还需把它作用在 |0〉 |b〉 上并测
量
▶ 最终访问复杂度（有振幅放大）：关于 A：O(κ2 log(κ/ϵ)); 关于 b：O(κ)

▶ 无需扩大矩阵，相比 LCU 节省了量子比特
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推广：矩阵幂函数

Lemma (负幂函数的多项式近似)
对于任意的 δ, ϵ ∈ (0, 1/2]，c > 0，存在次数为 d = O(max{1,c}

δ log(1/ϵ)) 的奇或偶实
多项式 p(x)，满足

sup
x∈[δ,1]

∣∣∣∣p(x)− δc

2
x−c
∣∣∣∣ ≤ ϵ, sup

x∈[−1,1]
|p(x)| ≤ 1
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推广：矩阵幂函数

Lemma (正幂函数的多项式近似)
对于任意的正整数 s 和 d，存在一个 d 次实多项式 p(x)，满足

sup
x∈[−1,1]

|p(x)− xs| ≤ 2e−d2/(2s)

▶ s 次单项式可以由 O(
√

s log(1/ϵ)) 次实多项式逼近
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复杂度总结

方法 复杂度
A b

HHL[arXiv:0811.3171] O(κ2/ϵ) O(κ)
LCU[arXiv:1511.02306] O(κ2 poly log(κ/ϵ)) O(κ)

QSVT[arXiv:1804.01973] O(κ2 log(κ/ϵ)) O(κ)

RM[arXiv:1805.10549] O((κ/ϵ) log(κ)) O((κ/ϵ) log(κ))
AQC(p)[arXiv:1909.05500] O((κ/ϵ) log(κ/ϵ)) O((κ/ϵ) log(κ/ϵ))

AQC(exp)[arXiv:1909.05500] O(κ poly log(κ/ϵ)) O(κ poly log(κ/ϵ))
dAQC+EF[arXiv:2111.08152] O(κ log(1/ϵ)) O(κ log(1/ϵ))

KR[arXiv:2406.12086] O(κ log(1/ϵ)) O(κ log(1/ϵ))
Tunable VTAA[arXiv:2410.18178] O(κ log(κ/ϵ) log(1/ϵ)) O(κ)

... ... ...
下界 Ω(κ log(1/ϵ)) Ω(κ)
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阅读

阅读：
▶ LL: Chapter 4.3
▶ arXiv: 1511.02306
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